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DECOMPOSITION OF EXTERIOR AND SYMMETRIC POWERS OF
INDECOMPOSABLE Z/pZ-MODULES IN CHARACTERISTIC

p AND RELATIONS TO INVARIANTS

Gert Almkvist (Lund) and

Robert Fossum (Copenhagen/Urbana).

This survey represents the extent of our workon the decomposition
of exterior and symmetric powers of indecomposable Z/me—modules in
characteristic p, the relations of these decompositions to invariant
theory, relations to combinatorial theory and suggestions for future
invegtigation. It is a neighborhood of a lecture given by the second
author at Séminaire d'Algébre Paul Dubreil at
1'Institut Henri Poincaré in January, 1977. Therefore it contains

many more results and complete details of proofs.

The research was started when the second author, together with
Griffith tried to prove that the action of 2/pZ on the power series
ring k[ko,...,xnﬂ , with char k=p gave a factorial ring of invari-
ants. Because the decomposition of the graded components could be
easily calculated (see chapter III,3), the class group could be
calculated and then it was shown to be zero. Thusit was assumed
that similar techniques could the used in general. But first the
decompositions, that is the structure of the homogeneous components
should be calculated. The table in III.4 was calculated by hand (over
many cups of coffee in Tremo's in Urbana) and did not help to
discover the general pattern.In a letter to Almkvist in late 1975,
Fossum posed the problem of decomposition. Immediately Almkvist

solved the problem, using the fact that the representation ring is a
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%-ring {which itisn't). But enough of the techniques of A -ring
theory can be used to push through the decompositions for Z/pZ. 1In
the summer of 1976 Stanley wrote to Fossum that the decompositions
seemed to involve coefficients of Gaussian polynomials. This sugges-
ted further comparisons, which resulted in the general Valby Bodega
theorem which allows the change of basis in the representation ring
and thus permits the calculation of the number of components of a
given dimension that appear in a decomposition from the coefficients
of the Gaussian polynomials. Further months of calculations by the
first author has led to the many interesting relations centered on
the Hilbert series of the ring of invariants.

In what follows we give an outline of the contents of these notes,

chapter by chapter.

Chapter I. In this chapter the basic concepts are introduced. The
indecomposable k.Z/me—modules are determined (here, as always, k
is a field of characteristic p»0) and the representation ring
R Z/pml is defined and studied. In our mind the most usefuld result
in this chapter is the Valby Bodega theorem (Proposition I.1.7.) that
relates decompositions to Adam's operations (see also Problem VI.3.9)
in the representation ring R Z/pZ. Also the several isomorphic

representations are given in the second section.

Chapter II. This is the chapter that contains what we need from
the classical theory of representations of the symmetric group. There
is a meta-theorem {(Proposition II.2.3) that relates elements in the
representation ring to exact sequences, and this is a key in going
from characteristic zero to characteristic p7 0. We discuss ﬂ—rings
and the various families of symmetric functions. In the last section
we define and give what properties are needed of the homogeneous

Gaussian polynomials.

Chapter III. This is the main chapter, in which we demonstrate
the decompositions of the exterior and symmetric powers of the
indecomposable Z/pZ-modules. In chapter I we defined genmeralized
binomial coefficients of indecomposable Z/pZ-modules . In this
chapter we show :

Vn

ATV =



r n+r
and S (Vn+]) = ( v, ) for O<$r+n+i<€p

where Vn is an indecomposable k Z/pZ-module of dimension n. We

include a table that illustrates the decompositions.

Chapter IV, In this chapter we repeat, for the reader's benefit,
the calculations that show that the rings of invariants are generally
not Cohen-Macaulay. This involves calculation of a principal

homogenecus bundle.

Chapter V. This chapter, the longest and most difficult, is
devoted to the study of the dimension of the homogeneous components of
the rings of invariants. We first define the Hilbert series, provide
some examples and begin the calculations . Then the series "for
large p" are discussed. The Hilbert series for small dimensional
representations are calculated, as well as those for large dimensio-
nal representations. In one section Fourier series and integrals
are used to express these Hilbert series. Results concerning counting
of partitions are obtained. And counter-examples to a conjecture of
Stanley concerning the Hilbert series of factorial rings are menti-

oned.

Chapter VI. Examples and problems conclude this survey.

A list of notation used precedes the list of references. However
we 1list here those notations that are not introduced. Always p denotes
a prime integer. As almost all theorems are true for all primes, we do
not distinguish between the even and odd prime integers., We just note
here that if a theorem is not true for p=2, it is quite obvious
The field k will be understood to have characteristic p.

Throughout the paper we denote the cyclic group Z/pmz by 9pm
with a generator ¢ , and written multiplicatively. The other
notation, if wnot standard, is found in the list of notation.

References to a resultwithin a chapter are of the form m.n ;
m, n€N while a reference in chapter III to result m.n in
chapter I is written I.m.n. The bibliography or list of references is
arranged alphabetically by author and then by year of publication.
References are of the form [Gauss (1?775] to indicate the author and
the year of publication. If there are two papers in the same year
they are indicated by letters 1777 a, 1777 b, etc.

We would 1like to thank all of those who have contributed in one
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way or another to this work. A. Melin, T. Claesson, P. Griffith,
H-B. Foxby, R. Stanley, H. Diamond, C. Curtis and I. Reiner have
given hints and suggestions along the way. Many people have listened
to various versions of some of this work and have offered sugges-

tions that have been helpful. Also X¢benhavns Universitets matema-

tisk institut was kind enough to invite Fossum to Copenhagen for
one year at a time when the work in this are a was most active, and
therefore he was able to communicate very efficiently with Almkvist
We both thank our respective university for encouragement (Lund and
Illinois). Fossum has been supported during the summers by the
United States National Science Foundation. And a portion of his

visit to Denmark was supported by the Danish Statens Naturvidenska-

belige Forskningsrfd. He appreciates this support.

Finally we wish to thank Professor M.P, Malliavin who suggested
this survey and kept asking for a manuscript. Thus we had to stop
finding new Hilbert series and decompositions and had to start
writing what we know.

This material is connected to many diverse areas of mathematics...
many with which we are not familiar. For example it has been sugges—
ted, and there are many indications that it might be true, that
there is a close connection between these decompositions and
representations of the symmetric groups in characteristic p »o. We
apologize to those whose results we have inadvertently rediscovered
But we are also interested in learning of other work that is closely

connected with these results.
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"It you can't stand your analyst, see your local algebraist” GA 1976.

I. INDECOMPOSABLE Z/me-MODULES AND THE REPRESENTATION RING

1. Indecomposable representations and the representation ring.

A representation of Ppm over k is a finite dimensional
vector space V over k together with a group homomorphism
Ppm ————~—>GLk(V). This is the same as to say that V is a finitely
generated module over the group ring kvpm . The representation is

indecomposable if it is not the direct sum of two k) m-modules. It

is irreducible if there is no proper k);m—submodule.

m
Proposition 1.1. a) the group ring kﬂpm?ik[T]/(T~l)p k[T].
b) If VvV is an indecomposable representation, then
v k[r]/(t-1)" k[T] where =n = dim, V, 1$n<€p" , and each

k
Voi=k [t/ (r-1)" k [T] is indecomposable.
¢) The indecomposable me is both free and



injective as a kvpm—module.

d) The only irreducible k»pm-module {up to
isomorphism) is Vl§ k.
Proof. a) The group ring k¥ m is generated as a k-algebra by < .
Define kIT] ?
and ¢pm = ], the element (T-'i)?m is in the kernel. Hence there is
a surjection k[T]/(T—l)Pm k[1]
k yields that it is an isomorphism,
¢) The ring k{T]/(T-l)pm k[T) is a local quasi~frobenius ar-

tin k-algebra with maximal ideal generated by the image of T-1 .

>k¥$m by extending T >g . Since char k = p

>kV¥m . Comparing dimensions over

Hence V.m : = kY m is free (obvious) and injective.
d) It is clear that k= k[T)/(T-1) k[T}) 1is irreducible as
a kY m-module. Suppose V is a finite dimensional ky m-module.

Then the socle of V, by definition Soc(V) : {(k,V), is

- Homkv n
a kme-submodule. If VvV 1is irreducible, then V = Soc(V). But
Soc(V) = (dimk Soc(V)).Vl as kv¥m-modules. Hence
dimk Soc(V) = dimk v =1,

b) We prove slightly more than b). In fact we prove that a
kf%m—module V decomposes into as many indecomposables as
dimk Soc(V). First, since k¥ m 1is a local ring and artinian,
any cyclic module (i.e. one of the form k) m/G& ) is indecomposable.
Each ideal 1is of the form (’I.‘--l)n k}ém and gence each Vn is
indecomposable., Now Scc(Vn) = (T-l)n" Vn and is one dimensional.
As Soc (V)

injective enveloppe of V is determined by the injective enveloppe

»V is essential whenever V is of finite type, the

of its socle. As V]ﬁ Soc (k»%m) [ kv%m is essential and
kam is injective and indecomposable, it is seen that E(V])vapm.
Suppose there is an injection V. <&—> V. Let V(Vl) denote the

1
maximal essential extension of V in V. Then the c¢laim is that

V(Vl) is a direct summand of V.lSuppose W is maximal in V
with respect to the property that Wr\V(Vl) = 0. (This is the same
as to say that Wf\Vl = 0). Then the composition V(Vl)c—>V——qV/W
is an injection. Furthermore it is essential, since Soc(V/w)inl.
By the maximality of V(Vl) it is a surjection. Hence V(Vl) is a
direct summand.

As a corollary, the module V 1is indecomposable if and only

>k)}m = E(V;).

if Soc(V)g\“. But then there is an embedding V

Hence V = (T-13F k¥ m. But (T-D kv o ¥Vv.am _ .
P p p -r

QED.
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In the last paragraph above we have used the fact that the
k-linear dual of a ypm-representation is isomorphic to the original

representation. For as }}m~modu1es there is an isomorphism
)
kypm - Homk(kvpm » k)

and hence

~I

Homky o v, k»%m): Homk(V,k)
P

for each k)%m“module V. Then it follows that

~
Homk (Vn,k) ~ Vn

as kvpm-modules.

The representation ring of kvpm is defined to be the free
abelian group on the isomorphism classes vl of k¥ m-modules of
finite type, modulo the relations [V] = [v'] + {V"] grovided
VEV' ® V", Denote this abelian group by Rkvpm.

Corollary 1.2. : The abelian group Rkvpm is free on the elements
V.seee yVom .
! P QED
The ring structure in Rk);m is induced by Bk. So
V.W ; =V ﬂk W. (We omit any kind of symbols to denote the classes
of a representation V in RkY m. And we interchange freely the
notation V.W and V @ W for the product. This should cause no

k
confusion. Likwise V+W means V & W as modules or

"Iv] + [W]}" in Rkypm).

Proposition 1.3. : As a Z-zlgebra, the ring Rkypm is generated by
vp°+l s Vp]+l’ Vp2+i,...,me-1*] B

A proof of this proposition depends upon obtaining the
decomposition of the tensor products Vg @ Vo This is not done in
this paper. However the multiplication table below, which is found
in fRally (1969)] permits us to demonstrate the proposition.

(The history of the decomposition of Vg ® Vm is not <clear
to us. It seems that Littlewood knew the decomposition constants.
Also Green, Srinivasan, and Rally have discussed them. That the
V. i generate the representation algebra is explicity mentioned

p+]
in [Srinivasan (196&)] . See also the papers by Renaud.)
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MULTIPLICATION TABLE

If s> pk, then write s = s . pk + s, with o\<s]<pk by Euclid's

algorithm. The following decompositions hold for each k, O & k€ m-1

I a) If sspk, then

Yok ® Vg = (=1 Vo0 ® Vi

by If svpk, then

_ - k__ _
Voko 8 Vo = (s-D) Vpk+s_s] ® vpk+s_281 8 (p-s,-1) Vs—s]

11 a) If sépk, then

P 8 p *s

Voky @V, =V k 8 (s-1) Vpk

b) If p¥es <(p-1) p%, then

k
= - -5 - ® k
Vpk+l@ Vs Vpk+s$ (sl 1) Vpk+s-sle Vpk+s—2.‘il@ (p s l)VS__sl Vs-p
¢) If (P'I)Pk\< s ¢ pk‘H , then
v @V = (s *+1) V & (pF-s -1) v eV i
pk+1 s 1 pk+l 1 s-s, 8~p

It is seen that the multiplication is independent of the field,

so in the future we write Rypm for this representation ring.,

In order to facilitate computations it is convenient to introduce
in Rvpm the elements Xi for 0 €if¢m-1 defined by
XO H V2 = vp°+l and for 170, xi = vpi+l - sz_l
For each i adjoin to the ring R.vpm the elements p. which

satisfy the equations

*

2 -1
1+ Xit+t = (!+pit)(l+pi t).
-1
X, = : .
Then i pl + By

2 _ .- .
'X.i = v2p‘-+} v2p1—l + 2. In general we get

. It follows from the multiplication table that

(1.4.) pi + p;s = vspi-t-i - vspi“-! for o<s<p.



Since s
s s s=2y s s-2¥ -5+2)
LD M O L S PR )
P=o su2V7 0
we get
L SAETD W & B C AP UREER PR
i sw2P%0 ¥ Vpi+l yp*-i

The inversion of this formula gives

. Y, s=V -2V
(1.5.) Vi o-v i= 2 1Y) es?
spt+l sp —1 s2¥%0 14 i
(where we set XZ o= 2)
- -¥ —-1-
Now define Wj s = 2: (-I)V (p L ) X? 1-2r

p-t72Vz0

(which, by (1.5.) is V when Xj = Xj) and

. v .
(p-1)pt+1 (p-1)p*-1

Y 1= - 22y
U, @ = 2 (Y {(p; y X117 - TR )x‘?nfzj.
] p-1%2V20 J J

In the polynomial ring :a[xo,...,xm,...] define
F.(X PR O = (X, - 2U, W,
S X) = (R - 200) W

(with Uo =1).

It is not difficult to establish that

Fj(z, X seersXj_q) = Fj_l(xo,...,xj_l)
and
F (X)) = (X -2) W .
We can then state a result that implies Proposition 1.3,
Proposition 1.6. : The map a[xo,...,xm_lj —_— Rme induced by

Xik———-§'xi induces an isomorphism

2 [X seeenX (J/(F , FryennlFo ) 0 Rme .

m-1
Proof : It i5 easy to check that both rings have the same rank as
modules. Hence it is enough to show that the map is surjective. But
this follows (say by induction on lots of things, for example m)
from the formulas in the mutiplication table.

QED

For future reference we need a few other relations. The first of
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these gives the basis relation beteween the p: + p;s for arbitrary
s and the Vi’ 0£1i¢$p. (The name is after the place where the

result was proved).

N . .
Proposition 1.7. (Valby.Bodega's Theorem). Let bo + 2:. bj(Pg + PoJ)
- j=1
be an element in Rvp. In Z [t,t l] consider the Laurent polynomial

N .
£(t) = 2_ b, t} , where b_. = b, for all j. Then
j=-N ] ——— 3 i Pastiviohicon)

N . . P
J 3y -
b+ j%i bj (py * pg7) = EE% dy

where the coefficients dp are determined as follows :

Set g = [E%%] » the greatest integer in E%ﬁ and expand the
function
(e-thy 28R (- 2Py g - z ¢y ¢’
P -0

in the ring Z Hiﬂ [;-X} . Then

1) The integer dp = ¢, for 1sv$ p-1 and

- N p-l
2y d = p { b +2 2 b, - T jec } .
P ° 5=y d j=1
3 3
Proof : For Ilé¢sép~1 we have
s -5 _
Po * Bo Vs+1 Vs—l
: p P oL p-l =(p-1) - p~2 =-(p-2)
while By * B, = By * B N PI PR PR )
P TP _ - - -
Hence o Y Po (Vp Vp_z) v, (Vp_l VP'3)
=2 (V. -V Y.
¢ P p-!

By induction one gets the formula

2kp+l -{(2kp+8) 3 -
0'8‘) Fo * Po ? = Po M S

for all £ with o ¢ ¢2p,
For suppose we have this formula for some k,e . Then multiply by
Bo + p;l to get

2kp+ €+ -(2kp+€+1) 2kp+l-1 -(2kp+l-1)
o * Po M * to

+ + -1 + _(e-l),

4] ] [} (o]

L+ -(e+1)
B

10
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If o<t s then the two terms on the right of each side of the

equality sign are equal, by assumption. If €= 0, then

2kp-1 = 2(k~1)p + (2p-1). So the left hand side is
2kp*1 + p_(ka+I) + PZP_I + P—(2p—l) while the right hand side is
o o o o
-1 2p-1 -(2p-1) -1 . .
2(p0 + Po ). But Po + Bo = B, + P, » since in general,
+ - - - -
Pz 5 4 Po(p*'s) = Pz S 4 Po(p $) for o4 s£p.

Now write N = 2Kp + L with O& L ¢2p, Then

o= i, o-iy L -1 2p-1 , ~(2p-1)
bo * i=1 bj(}lo * Fo ) = bo * bl(‘lo * Fo )+"'+b2p-l (Po * o )
r e, -
+ b ( + )
0 € ¢ 2p-1 2kp+ e Fo Po
os$kdgK
(where it is assumed that bj =0 for j7 N). We continue by

rearranging terms to get
2p-1 K

¢ -€
Z (kZ=:1 b2kp+e)(Po+Po)

=0

( 2p-l+ -(21)—1)+

-1
bo+bl(Po+Po )+°'°+b2p—l Fo o ¢

K
1 o -0
= (7 bo * EE% b2kp) (Po * Po )

2p-1 K

e -¢
* e (égi b2kp+ﬂ) (Po * P ) -

Using the relations

Po * By = Voor = VC-] for 1¢ e‘p-]
P TP _ -
Fo * Po 2(Vp Vp-l)
and . .
p+ —(p+&) _ _ _
Po * o = Vp_e+l Vp_e_l for 1§€¢ p-2
and finally
2p-1 =(2p-1) _
Fo * Fo =V

we can write this as

K p-1 K
(b + 2 2 b, )+ (S b ) (v -V, )
0 o orkeT G S 2kpre €+ €-1
K -1 K
+ 2 b vV -V + b v -V )
g;i 2kp+p ( P p—l) i (EE% 2kp+p+€) ( p-£+1 p-?-1

"



p
= 2 d, Vp where

(=7
<
+
]
an
~——
—~
f=a
1352
=
©
+
<
o
[ )
=
=
+
<
+
[ ¥
~
~~
[=n
N
—~
'~
*
~
el
1
T
o'
2
—
-
*
A
o
[}
—~
<
+
[
~s
~
At

for o$Y¢p-2 and

K
dp = EE%(P(2k+l)p-l ke T b(2k+l)p+l)‘

What remains is to show that these are exactly the coefficients of

the Lauren: series as claimed. Now

N .
f{t) = Z b, t?  and hence
je-§ 4
. N .- N-] .
¢ f(t) = > b, 3T = 3T bi,, t) and
j==n ! j=-(u+1) 3
N+1 .
t £(t) = b._, t? . Thus
j=-N+1 ]
v E(e) - 7 g(e) = - b o Dy e N, NZ}_] (b, . =b., ) ¢t
-N - (N+1) j=TN-1) j=1 "3+l
N N+1
byt + byt .
Since b—N-—l = bN+1 = b*N-Z = bN+2 = 0 , we can write this as
1 N+1 .
(t=t ') £(t) = 2 (b._, =~ b, et
j=—(N+1) 1 3
. N+1 .
Now consider, for g =[ Tp ,the expansion
@
N+1 .
-2 2p, -1 ~1 23
e28P (- 2Pyl (eoeTly £y =( 2 e3Py b3 (b._l-b.+l)t3)
i=-g j==(ueny 370
o
N+l
_ 2kp+e
o« b (bg_y beyy) € )

k=-g &=~(N+1)

To show 1) we must consider the coefficients of t?  for 1 €3¢ p-1

in this series. Since in general

12



<« ¢ ad
T (T Pty L Y (Z Crronmane)
k:..g t j77_.w k=0 J gp p
we want the numbers i: %+ng-2kp where cp = be - be+l . So we

k¥ o
want to evaluate

b, - b, )
go(w(zg-zrc)p-l j+(2g-2k)p+1

where b = b and b_ = o for |nly N,
~-n n n

But writing this out and using the definition of g, we get

g

2 (bya(gokyoat = Piezie- )= > { Lt b L ay)
o j+2(g-k)p~-1 j+2(g-k)+1 = 2kp+ -1 2kp+ 6+1
(b2(k+l)p-(5-l) - b2(k+1)p-e'1)}

which is what we want for the coefficient.

To show 2) we consider the augmentation RUpSﬁfLQ Z. induced by
V — dimk V. It is a ring homomorphism. It extends to a map

. . _ . 2 _

Rup{yo] > Z with dlm(Po) = 1 (since o ~ XOP + 1 = 0). Hence

dim(pd * po) = 2

X
S b,
oy

1
o
+
N
o

R j -] .
Now dlm(bo * f (Po * B )) o p2 , while
J j=1
p P
dim (37 dy Vyp) = § vdy,
V=1 Y=l

P N
Therefore > vd, =b +2 zz: b from which the formula for
Y1

° o i

dp follows. QED

Two other relations are needed.

Lemma !1.8. : a) For each n with 1¢n¢p, the element
n

- -1 .
o Pon = (g, " ¥, ).V im Rb; YPG] .

b) If r,s are integers such that rs p, then there

is a unique element V such that V = V_.V in RV .

—_ - rs/r —— — rs r’ rs/r ~—— P
Proof. For a) consider the factorization

Pz - p;n = (PO - 9;3)(P2—1 + Pz—3+...+P;(n-])). The second term is



14

just Vn' For b) consider the factorization
rs _ -rs _ r _ o -r r(s-1) r(s-3) -r(s-1)
[ Po = By = Py )y, * P, AEEERS ). Then we get
_ ri(s-1) -r(s~1) r(s-3) -r(s-3)
Vrs vr (Po P, * Po * Yo AEREPR
Hence
- - +..
Vesie = Yrgs-ner T Vee-n-10 Y Yiege-my+r T Ve(s-3)-1?
QED.
Remark 1.9. On Ryp define elements wn for all n by
_‘l -
(Po " o ) wn = PE - Pon . Then for o<4n<€p we have wn = Vn. If
lé-n¢p,then W_= - V_ . The statement b) above can then be genera-
P> n -n
lized. So for example wp+l = 2Vp - Vp-l , wp+2 = 2Vp - Vp_2 , etc.

If Slp+2, for example, then Ws divides (uniquely) WP+2.

This allows us to define, for integers m,n, the generelized
binomial coefficients

Gy s W W eV

Wn wn.wn_l...wl

in Ry .
P

We now digress slighty to consider the maps on the representation

algebras induced by the homomorphisms upm >;%n .

> P n is the usual surjection. We

Suppose m7 n and me
get a homomorphism (surjection) kyp m > ky;n whose kernel is
n

generated by theimage of (T-1)P , This yields an injection

RY n — >Ry m which is just
P P
RN AT TS URRRES JPNY S A R TN T SRS S RV m

That is, an (indecomposable) Upm—module is considered as a

Y m-module.
P
More interesting is the case m<n and we consider the injection
me — Vpn whose cokernel 1is L;n-m . Let @ generate )}n
and T generate Y m., Then the map F i Y m —s P n is given
n-m P n,m P P

by F(t) = a? . Let k = Fp so that the Frobenius map F : k > k
given by F(X) = xP? is the identity. The map on %;i&gebras
kvpm _—> kVPn induced is just F(n-m)(x_) = xP , the (n—m)th

iteration of Frobenius imn the sense that kV%m = k[T]/(T—l)Pm and

14
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n n-m
kv = k(s]/(s-1)? ana F(T) = sP . It is not difficult to show

(for example by induction on n-m) that the induced map

RF(n—m) ¢t RV n —3 RV m
p p
is given by RF(n—m) (% i) =2 if O £if£n-m-1 and
(n-m) = m<€i&n-
RF (x'i) xi-n-l-m for n-m€i%n-1.

The cokernel of me )vpn is upn—m . We get

gp (27

RY n-m —y RV n
p P

tion map dim : Rupn-m —3Z ¢— RV m . We notice, using the

7Rme whose composition is the augmenta-

polynomials in Proposition 1.6, that (in case m=n-1).

Fj(XO, xl,...,xj) = Fj+l(2, Xgs xl,...,xj).

2. Bases for representations.

For future use we record here several different methods for

writing the action of g on Vo (in case n+1$% p).
a) The regular representation : We know that V_p = kvpm s, SO
we can take as basis the elements u; = o> ofi€p®-1 . Then
L VL ) the subscript to be read modulo pm. The matrix is
0O 0 ...0 O 1
1 0 o 0 0
0 1 .
[ (8} i o}
+
b) The Jordan form : As Vn*] = kvpm/(c-—l)n ! , we can take as

bases eJ. = (¢ —l)n_J . Then

(o _‘)ej = (q‘—l)“—J*‘ (T_”n—(J—l) ey - Hence
¢.ej = ej + ej_] for n2z» j»1 while Tre = e . The matrix is
1 0 0o 0
11 0 0
0o 1 . .
o O 1 i

¢) The SL{(2) representation. For n+! € p, we know (See IIIL.

& R . n .
2.8) that Vn+l— S (Vz). A basis for S (VZ) is

n n-1 n-1 n
el e e reees B 0, B . Lable these elements fn, fn*l""’fo'
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.. . i . Cov Dwnes
Then g(e? e: 3) = (el+eo)J ez - b (3) e? eo+n J
V=o
3 5 i o
= VEZ (y) fg-y . So we get G(fj) = 32 G fj—v . The matrix is
=0 =0
< o 0 ... 0 ©
hH & 'y o ... 0 o
- -2
¢9) (“,I) (n0 Yeer 0 0
SR
-1 -2
G Sy A 1

n n-1

d) The contragredient representation : if V in a representation,

then Homk(V,k) = V' 4is also a representation, with

(6 = £ 'v).

So in each case above we get the inverse transpose matrix.

II. REPRESENTATIONS OF THE SYMMETRIC GROUP IN CHARACTERISTIC O .

In this section we review the theory of representations of the
symmetric group over a field of characteristic zero to the extent

that we will use the results in characteristic p» o.

1. Partitions, representations and symmetric functions.

Let r be a non-negative integer. The group of permutations on
r letters will be denoted by Sr’ Let Q be a field of characte-
ristic O. We discuss representations of Sr over Q, a tepresen—
tation being assumed to be finite dimensional.

A partition of r is a sequence I 7,12w ...'»Inzfo of
integers such that I1 + I, +,..+ 1 = r., We write this sequence

2 n

L= (Il""’In) . Also |I| =1 If s parts of 1 are 1, and

i

s, parts are 2, etc,.., then we have l.sl+2.sz+...+r.st = r.

We denote this partition by |1 2 %.r . So

R R U Tt § SN 9 L S DA B D

Sy 5.1 ol

16
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If I is a partition of r we write [I| = r.

Proposition I.l., a) There is a one—to-one correspondence between

the partitions of r and the conjugacy classes of Sr'

conjugacy classes of Sr and the irreducible complex (rational)

characters of Sr'

the irreducible complex (rational) characters of Sr and the

isomorphism classes of irreducible complex (rational) representations

of S _.
— Ty

Outline of proof:a) If I = (II""’Ir) is a partition then the

associated conjugacy class is the class of the element

(1..1’1)(II+1..I +12)(Il+1 +1..1 +I +13)..(Il-h.#Ir_"*l..llﬂ-..*lr)é sr

i 2

Conversely the disjoint cycle decomposition of an element gives a

2

partition of r.

b) This is standard in the representation theory
of finite groups.

¢) If V is an irreducible representation, then
the function O‘F-‘—->Tr(¢‘v) is a class function which is an

irreducible character , by definitian.
QED

Let & ,..., Er be r variables. Each g&€S_  defines a
function g: zz[gl,...,Er]—-—-—o n[El,...,gr] by
o(E ) =8y
22[§l,...,§r] [t) consider the polynomial

. This is a ring automorphism. In the ring

T x .
T] (1+€i:) = 3 a.(El,...,'E_, y td
i=1 ] ¥

j=o

Each coefficient aj(gl,...,tgr) is invariant under S (i.e. is

a "symmetric function"). The next result is classical.

nvariants

Proposition 1.2, : The xing af
2[§,...,5.1*

]
L]

jo3

-

.

- N
)

2]
P

QED

If s7 r consider the homomorphism

n[%l,...,gs] 71[?1,...,‘5!‘] given by Ej

>0 if jor

17
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and Sj 1——-9*5'3. for 14 j€r. If we consider Sr £ Ss as a
subgroup acting on the first r 1letters, leaving the remainder
fixed, then this homomorphism is Sr~equivariant.There is induced

a surjection
S S
2[%,....8 3 °—> 2(5,,....5. 1"

with a, t——>0 for ivr and hw———aa for if£r. In the
limits Sy = l_i_E’ S,E R ZZ(_EI,...] = le Z[El,...,g ] we get
(2.[?1,..., Er""] ) = gif 2 [al,...,ar,..a .

1f £(% ],...,Er) is homogeneous of degree p and invariant
under Sr' there is a unique isobaric polynomial p(al,...,ar} of

weight p such that
f(gl,---, E ) = P(al(§ [rres gr),...,ar(g 1,...,§r)), where

b
weight a;, = 1

. s s
and weight (all...atr) =1 sl+2 Syte..¥I s .

2

So the homogeneous symmetric polynomials of degree p form a free

s
Z-module spanned by the monomials {af‘...arr

.

s
}Isl...r L— p
Denote by A the subspace {free Z-module) of these polynomials.

Then T—_ A= 11m Z [al,az,..q .
r’l

Remark 1.3. Let P(v) denote the number of partitions of r. Then

o . oo
TT -7 = 5 p(o)e®
j=1 r=o

Suppose we consider not all partitions, but rather the number of

partitions I = (I Ir) such that

0* "

1] : = Ig*...+I_ =1 and it : = 1LI, + 2.I,+...47I = s,

Call this number As(r,n). (See section 4). Then

T . osd
-1
TT a-x'e)” = 2 (2 A (r,m)x’)e”
i=o0 n=o $% o0
The polynomials §: As(r,n)x.s will enter in section 4.
s% o0
There are two other bases for A obtained either formally, or by

direct definition. In (11mr 2 [§1,‘§ yeevs B ] )[[dﬂ consider

the power series

0 .
T (1+ §it) - E: aj(E ytd . This is invertible, but go is
! im0 2

18
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= .
5. aj(E_,)(—t)‘] . Define the elements hj(E) by
j=o

© ., @ .
(Z h.(g)tJ)(Z a.(g)(—t)‘]) = 1 . Then we get the following
j=o j=o

equations : bo(g) = ab(§)= 1 and

for ro 1.

It is seen that each hr is an integer linear combination of the

r
a; for |1l = r and conversely. Hence the hI : = 1T hI also
i=t i
span A for Il = r.
The hI are called the complete symmetric functions (or polyno-

mials). For example

h (%, ,...,8 )=Z§’.‘+Z g'f_l §_+Z. EF—ZE_E Fovern o
r 1 r . j P i i Py i j °k
j it] if]
i#k
j#k
Then in (ki-mn ZLEI,...,'Er] ® 1Q.'1:.mm n[‘il,...,Em]) Et] consider
the formal power series

(224
TT a-S,m0™ = X p (Bt .
1,]

r=o
Since P, &3 ,'Y]) is symmmetric in € and "'] separately and is of
degree r in each, we can write pr(g sMm) = b hI(E) ® kI(’)]).
I-r

The k,)‘ are thus homogeneous symmetric functions, called the

monomial symmetric functioms. If (I| = r, say I = (Il""’Ir)’

take the monomial

“]11*41;2 ol

T

and symmetrizeit to get

kI = Z'VI:I ...’b\zr , all 8]s+++s8, distinct.
1 r

ek

r
(Note that k. a](’\\ ), and hence that k(I]"'O’Ir)#kIIkIZ I

in general).

A fourth set of symmetric functions is defined by
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o
8y 7 ;: g? “al(gn)'
1=0

r
ind then s, : = 11 s for I = (Il""’Ir) with 11l = r.
i=1

The 8 form only a @&-basis for Ar. In particular

3

232 a1 1 e o]

sr = det 333 a2 aI . e 0
r—l)ar“] ar-Z a g v 1

ra a | g cer 3

8 1 0 e O

$ s 1 ves O

!
! =
r!oa det 5 s 8 -

¥ %~1 fF-2 ' 0§

r
(Thus Ar/( Z: 2 sI) * @ mian
|Ii=x j=1

while

—_ O

Let RSr denote the representation ring of the group Sr' As in the
first chapter this is obtained by considering the free group on the
isomorphism classes of complex representations of Sr' It is shown,
for example in [Neyl (19468, that the primitive idempotents in
CSr be in the subring Ei! Sr' (Here Zr!:= 2 Lﬁr!)-l.].) Hence the
indecomposable CSr—modules are extensions, by base ehange, of
indecomposable free 2;! Sr-module. An indication of this will be
given later.

There is an isomorphism RSr — Ar obtained as follows., If W

is a representation of Sr and V 1is a vector space, let Sr act
8r

on the right of V by ()Ll 0...9 )Cr)cr = Xa_(]) 8...8 xo"(r)
for U‘ésr. Then consider the vector space vor Oy W
T

20
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Lemma 1.3. There is an isomorphism

S
Br ~ 8r r
\' OCS W= (Vv ﬂa: W) .
r
Proof. The group Sr acts on the left of U = Vﬂr Oc W by
- -1
2...8%X Bdw) =% 9...6 % < Ww). Let e :
o (%X, . ) 7 (1) () (w) U —s U
be given by e(u) = (r!)_] g (u). Then e2 = ¢ and
gé€s
sr ¥ oer
U = e(U ). Define i :U —up V ] €S W by the universal property
r
of Qm , SO 1()(l 2...4 X ka) = )Cl 3...9 Xr Omsrw . Note that
S
i(o(u)) = i(u). Hence 1ie = i. So i/ g ¢ uvr o V&r “cs W
is an isomorphism. vt ¥ QED
So each W induces a functor
W
mod- € ——» mod~- €,
Let W(V) : = v®F @__ W. (N.B. This functor is not additive).

(V)
r
We note that (W @ Wl)(V) = W(V) ® Wl(V).

Also note that there is a function

Homa(V,V') 7HomE(W(V), W(V'))

that takes isomorphisms to isomorphisms.

Example 1.4 a) If W =@ with trivial action, then W(V) = Sr(V),
th .
the r symmetric power of V.

b) If W=C with alternating action, then W(V) = Ar(V),
the rth exterior power of V.

c) If W=(CSr , the group ring itself, then W(V) = Ver.

Suppose that V has a basis LTREERTL N and that T : V PV
is a diagonal operator with ejigenvalues Ei' Then the eigenvalues
fo ,I,Or @ Idw are the monomials {El o EL‘S . Hence the eigen—

1 r

values of W(T) are among these monomials. So Tr(W(T)) 1is a
sum of monomials in El""’Em of degree r. Clearly it is a
symmetric function. Call it w(El”"’Em)' If n2»m, then
under the homomorphism l[gl yoe ey En] —_— 2 [Ex sa e ’Em] we get

w(El,---.En)—> w (El,...,Em). Hence there is a uniquely

defined (.v€Ar corresponding to W€Rsr.

21
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D i : . It i th
enote this map by sym, Rsr____ﬁ Ar is seen at

sym(wl ? Wz) = sym W, + sym W so indeed it is a group homomorphism.

i 2

Suppose = (Il’ 12""’Ir) is a partition of r. There is an

I
embedding SI X oo xSI ~m~_98r which induces a map
1 r

RSI X oee XRSI
1 r

3 RSr

(induction from the subgroup).

There are also maps for each I induced by multiplication

AIX...XAI 7Ar'
i T

A calculation shows that the diagram

ind
RSI X s00 X RSI ———— RSr
1 r
symy X...XsymI sym,
i r
mult
AI X s+ X AI v Ar

1 T

is commutative.

If W is the alternating representation, themn W(V) = Ar(V) as

we observed in example 1.4, Then sym(W) = a . An easy calculation
shows that, if WI is the alternating representation on SI , then
i i
symr(lnd WIX ...XWI ) = ay «..ap = mult(symIX...XsymI (WIX ...XWI ).
1 .r 1 r 1 r 1 r

Hence sym_ is a surjection. By Proposition !.l. we conclude that

sym_ ig a bijection.

Theorem 1.5. : The map sym_ t RS_ isomorphism of

a
abelian groups which preserves the products that is

RS_X RS 5 RS
T S T

l !

A X As —a’Ar+

+s

s

commutes. QED

The set RSr is also a ring, so sym_ can be used to induce a ring
structure on Ar' Furthermore there are inner product structures

on RSr and Ar that sym, preserves.

22
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There are several other ways to set the map sym_. These will be

discussed in the next section.

2. Schur functions, irreducible representations.

Let I = (Il""’lr) be a partition of r. The Vandermonde deter-

minant

V(B | .0, B ) = det (gji") for 1¢i,j€r

is alternating that is g (V(E ,...,8)) = (-D*®"Tv(g ,....,8))
for all V‘GSr. (In paet one can define the alternating character

5 2 by

sgng : = o-(vcgl,---.Er))/V(El,---,"t'sr).)

sgn 3 Sr

Define the polynomial
I, tit

VI(EI’”"Er) i = det (gir I y for 1 €i,j€r.
It is clear that VI(§ 1,...;% r) is altermating and that
V(E l,...,E r) divides VI(§ TR €r) in the polynomial ring
z [El,..., Er]. (In fact [Mitchell (1881)] 'has proved that coeffi-
cients of V. (¥ l,...,E‘r)/v(g [reees Er) are non negative. A
simple proof of thd3 result appears in [Evans and Isaacs (1976ﬂ .
Since V and V are alternating, the polynomial VI/V is

1
symmetric and homogeneous of degree r.

Definition 2.1. The Schur function e is the (unique) function

I
in Ar given by

e (8) =V (& .., 8 /(R L., 8 )
in 2(§,...,8.7.

Since the symmetric polynomials {31}311=r span Ay ,each er
can be written in terms of the ar. Let I' denote the partition
of r conjugate to 1I. For each n<o set a = o and set a, = 1.
The next result relates the Schur functioms to the other functions.

The identities are known as the Jacobi-Trudi identities.
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Proposition 2.2. If [I! = r then
er = det (hI +t—s)
and §
£ £r.
e det(aIs+t—s) 1 £s,t€r

Yet another way to get these functions is via the map sym_.

1f X : Sr ——> Q@ 1is a character and ( aij) an rxr square
matrix with entries from a Q-algebra, define

dety (a;) ¢ = Z X(g) a

ces_ Lot 7" fr,a(n)”

The ordinary determinant is just detalt where alt is the

alternating character, while the so-called permanent is dettriv
where triv is the trivial character.
Now suppose X 1is a character arising from a representation W

of Sr. Then [Knutson, for example]

s] 1 ‘e 0

52 Sl [P o]
symr (W) = %T 4:1et)L s; -

r-1 r-2 "°°

Sro Se-1 0 %

If WI is an irreducible representation corresponding to a

partition {I] = r, then

symr(WI) = e

I

We can put a partial order on RSr by saying that the class of
a GSr-module is greater than zero, that is X%o0 if and only if
there is a ¢Sr—modu1e W such that X = W. Since RSr is a free
abelian group based on the indecomposables, an element ¥Z%o

if and only if, when X = E: n_ W where n &2 and {ng
(Il =r I I I

are the indecomposables, then the integers nIZ'O in Z.

There is an inner product on RSr given, on the CSr-modules, by

v, W) : = dimg Homa:sr vV, W.
Then (WI, WJ) = SIJ' Hence X %o if and only if (X,WJ) 0
for all J. For arbitrary elements X,y GRSr we can then say
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"x % y if and only if there is a module W

such that x=y + W".

This inner prnoduct is transfered over to Ar by the map sym .
As the Schur functions {eI}III=r span Ar and are images of the
WI under sym_, we get the inner pzoduct

(e o572 = 8IJ ’

that is : the set {eI} forms an orthonormal basis for Ar with

respect to this inner product,

We use this relation for generating exact sequences of msr-modules,
and then relations between symmetric and exterior powers. The idea is
this : suppose there is a relation between positive symmetric
functions. Then there is an associated isomorphism between CSr-
modules. The decomposition of thegse into various of the standard
modules (for example in the indecomposables or the temsor products
of symmetric or exterior powers) is defined by idempotents in

2[(r)"'] 5_-

The simplest example of this is the relation

hn hn+i
en,i = det (1 hl Yy = hn h‘ - hn+! . Hence
hn hI = en'l + hn+l « But hn+l and hn h] lie in the positive

cone of A We get hn hl from the trivial representation of

n+l’

SnxS1 induced up to S while h is obtained from the

n+l’ n+l
trivial representation and e is obtaind from the indecomposable

n,l
corresponding to (n,!). These representations are given by the
modules GSn+t 0¢Sn€ and €. We need a map GISm_1 Gcsn ¢ > €
whose kernel is W . Now €S ® € is a vector space of dimen-
n,l n+l @Sn

sion n+l spanned by the transpositions (j,n+l)

® n+l
€S, o t= ® € (G,mD)
n j=1
Define
¢Sn+l ch ¢ s €
n : n+l
by (j,n+1) —>1. The inverse is given by Z > (n+1) 2 2(j,n+l)
j=1

Then we get the split exact sequence.

0 — 5 W —— €S ® €

ey O
(n, 1) n+l “ES_ > ¢ ?
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Apply this to a vector space V, to get an exact sequence

0 _—_>w(n,l)(V) — (e5_,, ecsn 8) (V) ——id@ (V) > 0.
But C(V) = Sn+l(V) (by Example 1.4.a)) while
n
€s . QGSn €)(V) = 5 (V) 8, V. Hence we get
n n+i
0 — W(n’l)(V) —s 5 (V) 9@ V oy 8 (V) s O,

. . . n n+l . .
which is split exact. The map S (V) GG V oy 8§ (V) is the obious
one

V,«e:Vv_ 8 v YV eV
i n o+l i n+l

Proposition 2.3. A relation among elements in the positive cone of

A_ corresponds with a split exact sequence of ﬂ[(r!)—l]Sr-modules

free over Z[_(r!)_l_] ,» and conversely.

As another example, consider the relation

r .
S (-0)da.n_. =0 (for 1 1),
E J r-l]
j=o
S %S, _;
in Ar' Since aj hr—j = sym_ (Indsr alt ® triv), where alt

is the alternating and triv is the trivial representation respec-

tively. Then we get the split exact sequence

S XS S X8
r-2

0 yalt 7Imﬁsr_l l(a].t:@tx:iv) __)Xnds z(alt REriv) —y
r b4
S xS__,
e — Inds T (alt® triv) —y triv =3 0 .,
T

Apply this to a free 2 [(r!)_l] -module V to get a split exact

sequence

d d d
(2.4.) 05 F () 5 A P enas' (o 2 L A (nesTT vy —L sT(vy—0

of Z[(r!)_‘] -modules. In this case it is possible to write the maps
and the splitting maps.

1 r-j+l1

Define d, : My e s Ty—y Al e g )

by .
b By
- _13y3 A
dj((v]/\.../\vj)@w) = vz=|( 1) le...Ava...AvJ. ® v,w)
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and define
. . el .
e ] Aty 8 sTTIvy AT vy 8 sTTIT ()
by .
r-j N
er_j(uﬁvl...vr_j) —:‘:—i (uAv, ) Sv‘...vp "'vr—j .
Then 2 long, but straight forward calculation, shows that

o d = rId.

I D R

[Of course dr+l = 0= d° and e, = 0 = e 4 ]
Hence the sequence splits whenever r is invertible.
Further applications of this principle will be given in the next

section.

3. A -operations and ’X—rings
Suppose R in a commutative ring. A family A= {kl}iém of
o

ﬁ-ogerations on R is a family of functions
At t R — R

satisfying the following ;
ﬁo(x y =1 all x€R

A(x) =x all xer

. i . .
Aoy = Z Ax) Ay a1l xyer.
j=o

In the formal power series ring R[t]] one can consider the formal

power series

) B
A (x) = 2 N(xHtY .
t y=0

Let LLO(R) = 1 + t R K_-t]] . This is a subgroup of the group of units

of R [B:]] . The three operations above are equivalent to :
7‘1: R UIO(R)
is a group homomorphism.

Say an element x€R has A-rank n if Al(x ) # 0 while
7\U+J(x ) = 0 for all 3 >0, If we could write all elements of R

as sums of elements of A-rank 1 and if the product of an element
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of ?‘ -rank 1 were again of A -rank !, then we could cottpute

')\p(xy) and as(%r(x)). We can formalize this.

In the ring ‘__l_i-mn n (ﬂ.[fl,...,gmj ® Z[nl""”“n]) [t]] consi-

der the element

- o

TT (l+§ifq.c)= pr (E,'q)t"-

i,j=1 ! V=0

[One takes finite products

TT e, (B
(I +§, m.t) = p, (S ,m)t

1¢ism i v=o Y "

I€j¢n

and notes that under the projections
z [él,..., E vr Myseees 'Qn,]——vz [El,...,§m, n],...,"gn]

> By Thus there is a well defined element in the 1imit]

that p;
The product l l (1 + Ei "th) is invariant under S, X Sy and so

s ]
the elements p, (8§ ,’Q) are invariant and hence py(g,frl)éAu ® A .
Thus there is a unique polynomial

v

PPe 2 [5,.0008,, T ,.00,T, )

%
such that »p, (5,7) = P (a;(8),...,3,(B),a; (). ..,2,(m)).
[of course we could express the py in terms of the other bases for
symmetric functions. We will not do this, as we do not need these

expressions for our purposes.]

Definition 3.1. Suppose f(t) =1 + at+a t:2+... and

2
g(t) = 1 + blt + b t2+... are in u;o(R). The @®-product of f

2
with g is defined by

['4
£(t) ® g(t) s o= 2 P‘) (al,...,a preeeaby )tu.
Y=o

poP
This product is commutative,associative,with 1+t as unit.

Furthermore
(£(t) @ (g(t).h(t)) = (£(t) ® h(t)).(g(t) & h(t)).
Thus (U,O(R),.,ﬂ) is a commutative ring with unit.

(4
The product ) (1 +8. & ... €. t) = ‘z P d(E)ty\
161 ¢i_ <., ., ¢i <oo R 4 veo "’
1 72 d
is also expandable in ]é._mm Z[?l,...,gm] yielding symmetric

functions - p¥d (a,s000a, )0 If £(t) €U _(R), define

p,,é-
/\df(t) To= e p’ 4 (ayseeesayy) ¢ . Then the AY :u,o<R>__>u,°<n>
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are A-operations.

4

Definition 3.2. : The ring R with A -operations Al is a

A-ring if the map
A TR — L D
defined above is a homomorphism of rings with A -operations

There are some formal operations, mentioned in the first section,
concerning the various families of symmetric functionms. For the

readers' and our benefit we list them here.

@ @
(3.3.) .I_]] (1 + Eit) = pz ay t:v Elementary symmetric func-
o = tions ay .
a, = TraI where I = (Il""’Ir) is a multi index
v and 111 = ZIV
© 4 = 5
(3.4.) ] ] (1 -~ g.t) = Z hp t Complete symmetric functions hy .
i=1 * V=0
ho = I .

1’ »
(3.5.) TT (-1»3 aj hy_; =0 forall Pyl

. y-
J=o
© © @
@6y TT a-F g0l =2 2Z 58 kg
i=1,j=1 ] Y=o 11{=V
Monomial symmetric functions k]’.
(3.7.) e; = det (hI +t-s) Jacobi-Trudi identifies for Schur
s functions e 1zl = r.
eI, = det (aIsH:—s)
< _ )
G0 TT -3 0™ - 5 (T e (B) ep(qne’ .
i,j=1 Vao |I}=V

Orthonormality of the e

1

Let h, (§,m) be the coefficient of t” in (3.6.). Then
comparing (3.6.) and (3.8.) we get

(3.9) hy, (§,m = Z hy (Bik,(m) = Z‘ e (Ele, (m).
P n (1l = B v (9 ipep I 1M
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The identity h, (¥ m ) = Z: e (E) e (q ) 1is one form of the
v I =» 1 !
Cauchy Formula. Another form is given by

(3.10) a, (E,m) = 2 e.,(§) e (7).
v M T T N

These formulas can be given another interpretation. Consider the

ring B : = 1imm Z[El,..., Em] defined in § 1.

Define A : B—y B by ﬁt(gi) =1 +§it (so rk B, =1 for
all Ei). Then B is a ﬁ—ring. Consider the subring of B genera-
ted over Z by a and all the A -operations. Then this is again
a A-ring. Clearly %n(al) = a  so this ring contains
A = 1imm 2 [al,...,am] , and in fact is equal to A. Suppose we

consider the @-product
@

- ]
A @y A (b)) a (1 +5 9.0,
i,j=1
Then we get, on the one hand
“t(albl)
and on the other, from (3.10), the expression
@
¥
T2 e (B) e (N .

V=0 !I}z»

Hence

v
G110y M@p) = T e (B) e ().
171 I I
bide
This is another form of Cauchy's Formula.
Using the principle in Proposition 2.3., these formulas can be

transformed to exact sequences.

Proposgition 3.12., : Let E,F be free Z.[gr!)-lj~modu1es. Then
there are free Ilﬂr!)vl]-modules WI(E), WI(F) for each |Il=r

and functorial isomorphisms

(3.9') AT(E 8 F) %‘l IGD W (E) 8 W (F)
Il= r

(3.10') s e rF) ¥ @D Vo (E) 8 W (F).
II1= 1
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In particular, in the representation ring of free E(ﬁr!)_1]51-§3~

dules we have
A Gy) = A8 A ().

Recall that ¥ is the indecomposable § -module corresponding

I
to the partition I.

11

The first few coefficients of ﬁt(a) ® ﬁt(b) are recorded in
[Almkvist]. They are repeated here with the associated statements

for symmetric and exterior powers of vector spaces

o
1f A (a)eh()=S d then
[ £t 1 » 4
=0
d, =1 Nwe vy ¥k
(o]
k
d, = ab, AMuwoevy¥usev
k k
= g2 -
d, = aj] b, + a, b] - 2a, b,

Nwe v) e 2 (A2 e AP(v)) ¥ {v°% o ,\z(v)} @ {/\Z(U) 8 v”}

3 3
d3 alb3 + a3b] + alaZble 3ala2b3 3a3b1b2 + 3a3b3

NwavyesweAw 8 A2w)) e 3(A3w) 8 v 8 AT

Yu® o Ao w) o v®e w 8 AZu) 8 v 8 AZ(v) e 30 () oA (W)

etc... The corresponding formulas using the indecomposables are

A e vy 2 {sPa a At} o {a7w) e sPw}.
s?w e vy ¥ {32(0) o s7()] e A2y o AP

Puen ¥ Ko e sPo} e fe, @ eE, ™ o {s’w e W)

2,1 2,1

53(0 o v) ¥ {53(11) 9 sB(V)} ® {E2 l(U) @ E, x(v)j ® iA3(U) 8 A3(v)}.

The isomorphisms above for AZ(U @ V) <can be replaced by exact

sequernces (from 2.4.)

d, @

2 d & I

1

1
0 "—‘*/\2(0) ® AZ(V) > u®? o AZ(V) . S— sz(u) ¢ /\Z(V) 5 0

I® e 18 e

0 —A%@) 8 sPv) — 5 A% 8 v¥ I LAy & AP(V) —50
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then

0

p o
> ) 8 s2(v) — A% 8 V) ——5s2w) 8 A2(v) — o.

The map o is given by o(((u1 [ vl)A(u2 @ VZ)) = u,u, ® le v,

) )
while @(ulhuz [} v, vz) =3 {(u1 ® VI)A(uZAVZ) + (ul [] vz)l\(u2 ® vlg
Thus the two decompositions are related.

It is intersting to note the following : In characteristic 2, it
will be shown that for the indecomposable #,-module V2 we have the

2

V2 [ Vl N Vz ] V2 = V2 (2 Vz. Hence

Ay e At e (ave A )

w”?

decomposition SZ(VZ)

R

A (vzevz) = A (vzevz)

o (A e APV}

12

-1
Vl L] Vl L V2 2 V2 @ V] ® VI = 2VI & 2V2

ue

[svy e v e {v e s’w,
Hence

2 & a2 2 2 2
A (v2 -] v2) = (s (Vz) e A (Vz» & (A (v2) ® S (VZ» .

However computing the other formula we get

2 2 2 ~ (82 2 2 82
A, 8 v,) @ 2 {a ) 8 A2} 2fvd? a APvp) e (A% e v } .
This gives
2 v
A (V2 [} V2) ] ZV] = 4V2 or
~
2V2 ] 4VI = 4V2 .

Thus the Cauchy Formula holds while the formula expressing the
coefficients in terms of the elementary symmetric functions does
not,The Cauchy Formula for SZ(V2 @ VZ) also works in this case.

A direct computation involving the maps «, ﬁ above does not
yield a proof in characteristic 2 because of the % in the definition
of ﬁ .

However when one goes to larger indecomposables, even the
Cauchy Formula does not hold. It is not difficult to calculate the

following module decompositions (in characteristic 2) over kp4

2 ~ 2 4 2
A (v2 ® v3) = A (v2 8 v&) = A (vé) ® (V2 ® v4) ] v]

n2

(v, & Vz) e 2V, @ VI

4 4
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Red

s

2 2 ~
S (Vz) 8 A (V3) {Vz 8 VI) ] V3 = V2 & V4 9 VB

~r

nz

2 2 2
N, 8 sty ¥ sty

But there is no isomorphism

s
Vl 9 V2 ® 4V4 = 2V2 ) V3 ® 2V4.

Hence Rv4 is not a A-ring with A-operations V —y Al(V).

In the remarks just above, it has been seen that the rings R’%a
are not % ~rings for the operations induced by exterior powers.
There is reason to consider what % -structure there is for using
the limited /M -structure we are able to find the desired decompo-
sitions.

As a concluding remark we note the renewed interest in the relation
between the purely combinatorial aspects of partitions and the
related algebra and geometry. See for example [Doubilet, et al
(1976), Lascoux (1977), Roberts (1977), De Concini and Procesi
(1976), Towber (1976a and b)].

4, GAUSSIAN POLYNOMIALS AND SYMMETRIC FUNCTIONS.

In the next chapter we need some formal properties of the Gaussian
polynomials. We list them here together with their relations to other

areas.

Definition 4.1. The homogeneous Gaussian polynomial Gn r(X,Y) is
*
defined,for a pair of non-negative integers n,r ; n2»r, by

n-1__n-l

&-v™y x Ty (X
i r-1

IS SR N e IR L WG SR 5|

n—r+l_Yn—r+l)

Gy, e (K1)

Easy calculations show

(4.2) Gn r(X,Y) is homogeneous of degree r(n-r)
»

n-r

(4.3) 6 (X,¥) =X Gy rm

T
€9 AR S e B

and therefore Gn r(X,Y) is a polynomial in X,Y with integer
1]
coefficients.
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(4ba) G (K1) =6 (LX) =6 (X,1).
(4.5.) In Z[X,YJ 'It] we have

r <. o
T a-x"3 yigy™' = § ¢ (x,v) ¢
e Per,r
j=o P =0

(This is demonstrated by induction on r using (4.3 above).

nr
s - ar-p p
Proposition 4.6. Suppose Gn+r,r(x’y) Z: A X YY" . Then A
p=o
is the number of partitions I = (Io,...,I ) such that

[Ij= I, + I,+...#I =0 and I, + 2L, +...+ rI_= hill = g

i

Proof : Consider the product
L3 r=j oj -1 L 2 r-j i, \m & n
T a-x"Tyley™ =TT (2 & vlo™ = 22 ¢ &0t
j=o j=o m=o n=o *
But in the expansion of the product of the infinite sum, the
coefficient of t" is given by
- I - I
2 aHlo @ ghh T e (oFyr
[I]=n
e 2 xTlot(r=DIy+e..+lpy (I1+2Ip+. . 411,
11l=n

= z x%T7F yF - E:AP G 4 QED

I +I +,..+1
[ r

]
-]

1

I,421,+c.c*xrl =3

There is a relation between the symmetric functions and Gaussian

polynomials.

Proposition 4.7. Let a be ‘the rth elementary symmetric function

t . .
and let h_ be the r complete symmetric function. Then

_ - _ _ T
ar(Xn Pox® 2y, o272, vy o o (@ G, (X, 1),

EEE T r-1 r
hn(X , X Y,eea,Y ) = Gn+r’r(X,Y).
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Proof : Note that ar(§‘,...,§n) = ar(E‘,...,En_l)+§nar_l(§l,..,? -l)

n-i_i-1

Hence, with Ei =X Y we get
ar(xn_1 X" 2%y ! )=ar(:<1n"l B Gs USSP L a__, &t axn.
Therefore
TC SIS S TS ST C SRk Sand SOUIE St P et Ll PR CSRE N Sl
r r-1
S o (2), n-1_r~1 ("2
=X Gn—l,r(x’Y)(XY) +¥ X (XY) Gn-l,r—l(X'Y)

- (5) r n-r
- an@fxfe | a1 @D}

By (4.3) and (4.4 , this term in the brackets { } is just
Gn r(X,Y) as desired. The statement for hn results from 4.5. QED
s

Corollary 4.8. : For each r»! and =n we have

r v (IEP)
E_; (-1 xy) Gy, poy (oY) Gy (X, T) = 0
3 y
Proof : Since z: (-1) ar_ph = 0, the result follows by direct
substitution. Y=o QED

Remark 4.9. In Proposition 4.6 the number of partitions
1= (Io""’lr) with |Il=n and ﬂIUﬂP is denoted by AP(r,n);
Note that

nr

_ - nr+l . nr+i-g Jp _ nr+l

(X-Y) Gn+r,r(X’Y) A X + > (AP AP_]) X Y ALY .
p=!
Furthermore Ao =1 {(with I = (n, 0,.44,0)) and Anr =1
(with I = (0,..., 0, n)). So
nr+! & nr+l- nr+l
(X-Y) G (X,¥) = X + > (A, - A )X Pyt -y .
n+r,r =1 ¥ P~l
B

The number A - A - is the difference between the number of par-
titions I with “I"=P and "I“=p—l. It is a classical problem in
combinatorics to show purely combinatorically that A - A .70

1
for 1¢ Ps 2% . In a later chapter we give a proof of this result

that depends upon the decomposition of exterior (or symmetric)
powers of indecomposable yp-medules in characteristic p. We list

below an example.
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Example 4.10. Let n=4, r=2 Then I = (Io,
are listed below
hill= p = 0 1 2 3 4 5 6
400 310 220 21t Q40 112
301 130 202 031 103
121

Then A =l A=l A,=2 A =2 A,=3 A,=2 A,
and
G 2(X,Y)=X8+X7Y+2X6Y2+2X5Y3+3X4Y4+2X3Y5#2X2Y

b4
and

9 7,2 5Y4 _x*yS

(X=Y)G, ,(X,¥) = %7 + X'¥Y° + X
6,2

I, 12}. The partitions

8

022 013 004

7 8
6xv7ey® |
- x%y7 - ¥%,

The polynomials appear in [Schur (1968)] where it is also
shown that A - AP_I7/0 for 1%p¢ E% (See Satz 2.2 1. [Schur]

(1968)).

I11. DECOMPOSITIONS.

In this chapter we give the decompositions of the exterior and

symmetric powers of indecomposables.
for indecomposables of gimension up
we cannot decompose A}(Vp+l), for
immediately to the consideration of
order to save on notation, then, we

characteristiec p and that VY=V

Since our proofs work only

to the characteristic (i.e.

example) we will restrict

indecomposables over Vp. In

assume everything is in

= Z/pZ.

In the final section of

this chapter we will discuss what is known in general.

i, The decomposition of exterior p

OWers.

This section is devoted to determining the decomposition of the

exterior powers Ar(Vn) of the indecomposables Vp. Under the

assumptions in the introduction above we calculate these for

1 £€n £p.

Proposition 1.1. In RV [t]

’)\t(v2 ev) = ﬁt(vz) ? %t(vn).

Proof : To demonstrate this result is in enough to show that the
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the coefficients of ¢t~ in both polynomials are the same for

14r<p, since both polynomials are reflexive i.e. the coefficient

i, .. 2n-i
of ¢t is the same as the coefficient of t“7 .

But the equality of these two coefficients is equivalent to
finding the expression for AF(VZ ® Vn) in terms of the
AS(VZ) ] At(vn) for s,t£r. As r<p we can use Corollary II.
3.14 with E = (2[en) D% and F = @fr!)""])®, each with the
matrix (tnf ?) operating. Then the decomposition, being functorial,

changes basg for any homomorphism
-1
z[(xt) ]

In particular, since r <p, there is such a homomorphism to k

>k.

for char k = p.

Remark 1.2, The examples at the end of Chapter II show why this

argument fails for y;“ for oA>1.

In chapter I we discussed the ring RV [p] where
(1 + Ft)(l+P-it) =1 + V2t+t2 , 1.e. p+P‘} = V, . Thus

2
-1 . .
ﬁt(Vz) = (l+pt) (I+p ') in RV [p] Etﬂ . Using the result of
Proposition 1.1, and the multiplication V, 8 V_ =V e v
2 n n+l n-1

(Formula II.b. in Multiplication table) we can express ﬂt(Vn) in

the ring Ry [p] [t].

n
. - — _2
Proposition 1.3, : Suppose 1€ n¢ p. Then at(vn+l) JJO (l+pn Vt)
-1 ! 1-2v
Proof : We know qt(Vz) = (l+Pt)(l+p t) = 11_ (1+yp t). Suppose,
. . V=0
by induction, that
-1
Qt(vm) = TT (I+Fm—1_zvt) for 1&fm&n,
V=0
Since At(vn+l ] vn—l) %t(vn+!) ﬂt(vn 1) , we get
-1
A D ’At(v DA L eV D).
By Proposition l.]1 , we have
A (U, 8V, =A (v ) e (v,
n-2 n-1 1
n=-2-2y .-1, -+ n—-1-2Y -2y
So Zt(vn+‘)=;ﬂ‘ (1+p ) (][] 14p t) © TJ (l+].x t)
=0 V=0 py=0
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n-2 n-2-20 _; n-1l - a-l -2
=TT awp o7 TT s o TT as™
Y= p=o P=0
n-1
- (T—I- (l"'\ln—zut)). (1+Pn-2"2(n‘])c)
¥ =0
n
=TT ™% QED
V=o
n-1 n+l
Since T—T (I+Fn-l-zyt) =7 ar(P-n+I, F-n+2,...,pn+2)tr , Wwe can
v=o r=0

cdlculate the exterior powers in terms of elementary symmetric

functions.

Corollary 1.4. In Ryp [p] we have

r _ -n+1 n-1
AT = e et Th
-1 ~n+r-1 n-r+l
- ¢ (-1 ) = p t-p™y . (p -p )}
n,r [ -r r -1
(p ") (pomp)
Proof : By definition and by I1L1.4.7. QED
Corollary 1.5. : In Ry we have
T Vn
N = (g ).
T
Proof : By corellary 1.4 , I.1.8. and I.1.9. QED

Corollary 1.6. : In Ry we have

r P
AWV = d Vv
m=1

where the dm are determined as follows :

Let g = [ELE%%LiL] . Consider the expansion

-1, _-2gp -1 oY 2
(t-t ) t (;n’r (t ,t) -e”-w Q t -
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_oo~1 n p!
a, = » {(r)—z mdmg.

m=1
Proof. From l.4. and I.1.7. QED
r{n-r)+l

. _ r(n~-r)+l-s _s
Corollary 1.7. : Suppose (X-Y) Gn,r(X’Y) = 2;5 d; X Y
Then d'70 for 1¢s¢ Eiﬂgﬁl .
Proof : Suppose p 7512551 +1, Then in Cor. 1.5 above g=o. The
coefficients d' are just a rearrangement of the d_. QED

s s

Remark 1.8. The coefficients d; are the successive differences of
the number of partitions as given in II1.4.9. As a corollary of 1.7.
we see that the number of partitions limited as in III.4.6 is
increasing to a certain point, thendecreases again. As an example
(see also remark 1I.4.9.) consider the pair (7,3) = (n,r), Then
r{n-r) = 12. S0 we consider partitions of3 into 5 parts
I = (Io""'IA) with the weight of the partition

O.IO+1.I}+...+4IQ = 12

I, + I +.,.+ 1, = 3,

We list these according to weights (there are 35 of them)

12 11 10 9 8 7 6 5
00003 00012 00102 01002 10002 10011 10101 10110
00021 00111 01011 01101 10020 02010

00030 00201 01020 01110 01200
00120 00210 00300 11001
02001

This is symmetric about 6... if (IO Il 12 13 IA) appears here, then
(I4 13 12 I1 IO) appears somewhere (symmetrically about 6) on the
right. The coefficients A‘.1 can be read from this diagram...

Ag=1, A =1, A,=2, A,=3, A,=4, A =4, Ag=5, Aj=h,...

So

9 8,4 5 6

G = X‘2+xl§+2X10Y2+3x Y3+4x Y +4X?Y +5X Y6+

v exy e ox 2y 00353y 2haxt v8aux 5y

X‘3+X“Y2+XIOY3+X9Y4+X7Y6
_YIB_XZYll_x3Y10_X4Y9_X6Y7

and ()(—Y)(‘,'?’3 =
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Furthermore, for '"large" ©p we have the decomposition

3
= v
A (V7) V] [ 5 o V7 ® V9 ] V13

while in characteristic 7

A3(V7) is free of rank 5... A3(V7) = 5.V7
and A3(V7) = Vl ® VS 1] V7 ® 2Vl] in characteristic 11,
So in particular, for "large p" the decomposition of Ar(Vn)
can be read from the array of partitions, the indecomposable Vn

appearing if there is a row of length n... and it appears as

many times as there are rows.

2, The decomposition of the symmetric powers.

We can now use the decomposition of the exterior powers to find
the decomposition of the symmetric powers. However a reduction

to small powers is first required.

We consider the ky -module Vn+l generated by elements
cen i - i 2 1 .J)Fe.te,
e s e 1> e over k with YV -action given by o{eJ) eJ eJ_l
for j9o and G(eo) =e . There is an element N €Sp(Vn+]) given
p-1
by N = T7] cs(en). Another basis is given by the elements
s=0

{en, gle ), G'Z(en),---. O'n(en)} .

In case n+l=p, then these elements are

—l(ep_|)f'

and g acts as a cyclic permutation. Label these elements

{ep_lro'(ep_]))"" O‘p

X x2,...,xp respectively. Then 0-(xi) =Xyl i taken modulo p.
Proposition 2.1. : If prr, then Sr(Vp) in a free k)Y -module

= | - — I E——— _
of rankK p (p:r 1)

Proof. Consider a monomial x 1...x§p in Sr(Vp). Then
e, ep e, e, ep_1 ep
0‘(x1 ...xp ) = Xy Xy ...xp X . The orbit of this monomial

under the action of ¢ has lepgth p or 1. If the length is 1,

40



41
e, e
= = = = Py = R
then ep e, ey Teen ep_l, s0 deg(x1 ceeX 7)) pe, But
pe, = r, a contradiction. Hence the orbit of the monomial has
length p. Clearly the elements in the orbit are linearly indepen-
dant over k, so they span a free and hence injective kJV -module
QED

£ = = & xS = e € - n¢® pe

I e e, e, 1 xP (xl xp) N“ €58 (Vp)
This is the only monomial whose orbit has length less than p. Hence

=, ..z e , then x
P

the next proposition.

Proposition 2.2, : For.each ew» o the decomposition
Spe(V ) Tk N e F, where F in a free k)Y -module of rank
{(pe+p ,} . QED
P
For each n there is a surjection of k& -modules Vn+l.___> v,
(with kernel generated by the soele of Vn+l)' Since N in
SP(V +1 reduces to N in Sp(Vn) under the induced homomorphism,

and since N is invariant, we get a commutative diagram

r

N7 r+p
S (Vpy)) —— (Vaer?

. 4

sT(v) ——— s“p(vn)

The element eoe S}(Vn+l) is also invariant. It is clear that
r r - r—1
Ker(Ss (Vn+l) 5> S (Vn)) e, S (Vn+1

larger diagram of kJ ~modules with exact columns and injections

}. Hence we can write a

on the left :

¢} o
! b
r-1 r=l+p
?
s (Vn+l) N? » S (Vn+]
? ?
e e
0 ? [}
r N r+p
(2.3.)  sT(v_ ) 1T s J,WHH)
?
sfevy __N' L sTPy

As a consequence of 2.1. and 2.2. we get that Cok(N?) is a free
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kV -module for n+!=p. Using this plus induction (decreasing) we get
Proposition 2.4 The Cok(Sr(V ) N? Sr+p(V

4. The . > nel

k» -module of rank p_l{(X+z+“) - (r;n)} for all n and r.

) 1is a free

Proof. : In diagram 2.3. we get an exact sequence of cokernels
O —3 F| —— F2 __~_§F3 ey O

Since F, and F, are free (by induction starting at n+l=p)
then F3 is also free (again use that free is equivalent to

injective). Q.E.D.

Corollary 2.5. Let rﬂkp+r° with k7o, o 6r°< p. Then

k
r NT? r
0 —> 8TV ) —— STV, ) 5F — 50
is exact with F a free kV -module of rank
-1 r+n, _ ,To+n }
o7 [TIM - (Pt Q.E.D.

Consequently the decomposition of Sr(vn+l) depends only

on the decomposition of S¥(V ) for o £r<p. For thus we can

n+ 1
use (II,2.4) base changed to k.

Proposition 2.6. : For os$r<p , in RV[p] we have

STV ) T Goyp (B L

n+!
Proof. We go by inductiom on r. By II(2.4) there is a split
exact sequence

r—l(v

Y AP IV S AL LS A0 PSRN S S AL © ) STV, )20

n+1l
By corollary II1.4.8. there is an equality
) 2"
E -1y (XY) G

RN S
VY=g

,V(X’Y) = 0.

n+l,x n+¥

Hence in RY we have

T
PZ—_ 1Y AP yes¥w ) =o.
=0

n+l n+l
Therefore
(=17 sV )+ (D) Gu+1,r~v(F sp) Cpavp(p op) = 0

n+l

by the induction hypothesis. But from the first formula we get

r -1 -l » -1 -1
-1 Gn+r,r(P ’P) +3;;é - Gn+l,r*P(P ’Y) Gn+V,V(? ’?)Bo
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Hence ST(V ) = Gn+r r(‘.x_l,tx) as desired. Q.E.D.
»

n+1
We note some unusual corollaries before going on.

Corollary 2.7. : The following isomorphisms of &V -modules hold :

(a) Sr(vn+l) = AF(Vn*r) for n+r $p.
(b) srcvnﬂ) = s“(vt”) for 1¢n+l ¢p
18+l S p

t N ot
(') Vn+l S (V2)

Proof : We have the following equalities

-1 =1
STCV ) = Gy (B E) R AT ) = e T ) = STV )

Then (b') 4is a result of (b) applied with r=1. Q.E.D.

n+r

Remark 2.8. : This last isomorphism is well known and very

useful in characteristic zero. To see how it is obtained, consider
the group GL(2,k) operating on k [u,v] . A binary

n-form can be written aoun + (?) alun—xv + (;) azun—2v2+...+anvn.
So the space S“(VZ) of all binary n-forms is a vector space of
dimension n+!., The action of GL(2,k) on V2 induces an action
of GL(2,k) on S®(V,). Suppose M = (‘;ig)ecL(z,k) and

Mu = %y + ¥v and Mv = @u+ 8 v . Then

M(a u® o+ (?) a, w7 vl s a, v

= e @urINT + (Da, @usdV)P T @uibvde. . ra (Burdv)®

= (a o™ (Ma ™ Tpera g (D) (a0 Bra @718 (D& TR 20"

YRR | n-l+(:11) a, ¥ n-ls o, cota ¥ n=lyy

So M(ao,...,an)=((aoqn+(?)alun-lﬁ+..),(aéxn“1X+al{..}+...),...,
a 5%+ (™ a3 718 e ea ¥,

In particular take @ .(: ?) . Then we have

n n-2

n n-] n n
O'(ao u o+ (1) a, u v + (2) a, u vé..ota v }

2 n

-1 . (;) a, (usv)?7% +oo.ta v

= ao(u+v)n + (?) a, (u+v)

~1 n-2 2

n v + (;)(ao + (%) a; + az)u v

n n
= au + (l)(ao+al)u

43
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s Plag + Grap v Q) ayra)u® e aca, ¢ (Magra.itag) VO

a
[e]
a a +a
[«] o. 1
80 o-( S ) = . n , the general term being
a a°+(l)al+...+an
n
= j j .
0’(33) a + (l) a, + () a,+...+a.. Suppose X,, X;,...,X ~ is the

. n .
basis of the dual space Homk(S (VZ),k) with Xi(aj) Sn—l,j' The

contragredient representation then gives

-1
(ij)(ak) = Xj(M ak). . .
It is easy to check that 6_1(ak) = z:, (-l)k_J (?) aj.
j=o
k .
-1 k=Y ok s kmri k
Hence (T Xp)(a) = X;(0 Mo = X0 -DF(ay)=C T
n .
So c'xj = g;g (-l)k+J n (nEj) Xu-k . I.e, we have

n n n
CJ.Xo = XO,O'X] = -(n-l)xo * Xl '°'xz = (n—Z) xo (n—l) Xl * XZ
etc...

It we set e, T 3y, ey = a(en) - e en_2n= o1en_]) e g etc.,
then {en, en_l,...,eo} forms a basis for S (VZ) for which the

matrix of ¢ is

i 0O0... 6]
1 1 0... 0
o 1 1 0.,..0

0...0 1 1 o0
O... o 1 1

If char k=p» n, then all these calculations hold over k and we
obtain the isomorphism of Z/pZ-modules
A on
vn+l § (VZ)

given in the proposition above. See also I.2.

Using the Valby Bodega theorem we get the following decomposition

Corollary 2.9, : Suppose g = [2§%l] and that

(t-t"1ye28P( - 2Py ! Gn*r,r(c_l’t) - L’gghoc” e in zﬂ}ﬂ[;'l]
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Then

v, where
i XRELE

- p-1
d; = c; for I1€j$p-l amd d =p ! {(“:”)v»- > dj} . Q.E.D,
. 1

We can use part of the diagram (2.3.) in order to show that the

Sr(vn+l) are free for large .

Proposition 2,10, : Suppose !$ r £p-1 and O $n&p-1 . Then

(a) Sr(Vn+]) is a free k¥ -module if r+nwop.
r ~N .
(b) s (Vn+|) = Free ® Vs if r+n = p-1,

Proof : There are three proofs of these. One involves the analysis
. -1

of the expansion of Gr+n,r(:

Another uses (2.3.). The sequence

7

,t), as in the corollary above.

e
r+1

(2.3'y 0 —st(v_ ) —2 5 s™ v )——78“'(Vn)—>0

n+l n+l

is exact, If n+l=p, then Sr(Vp) and Sr+l(V ) are free and

injective, for certain values of r (that is 1£ rg¢ p-2). Then

Sr+I(V ) 1is free. We can use (2.3') so long as Sr(vn+l} and
Sr*l(vn+‘) are free. A short analysis gives (a).

As for (b), since el : Vp_lc——-9 SZ(VP_l) and SZ(Vp_l) is
free, and hence injective, the image of V -1 in SZ(V _.) is

P P
contained in one injective indecomposable component of Si(vp—l)'

2 ~ 2 3
- C
H;nce s (Vp_z) Free & Vl. Now S (Vp_z) S (Vp_z) and
$ (Vp_z) is free. So V, is contained in one of the indecomposa-
t . 3 .
ble injectives, hence S (Vp_3) 2 Free 8 Vp_l. Continue, Q.E.D.
3. The decomposition of symmetric powers of me.

In this section we consider the indecomposable »pm—modules

Vpw and V As in the beginning of the previous section we take

pm-1’

as basis for V _, elements xo’xl""’xpm~l

(i taken modulo pm), where ¢ 1is a generator of

with action given by
o*(xi) LTS
me . Note that the induced action on Sr(me) takes monomials in
the x; to monomials. That is, if g = (eo,...,epm_l) is a

e e m_,
multi~index and xoo...x P

pm 1 = ég-, then Sr(o') (x&) = xs(g)

= =
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where s is the permutation s(eo,...,p m—l) - (epm_l, e , e],...),

p o
and r =]el .
- p~1 jpm—l
Consider the elementyo: = X xpm-l"'x(p—l)pm—l = ;al o (xo)
and its conjugates i = %5 xi+pm—l ++«». A monomial in the pm-I
elements Yoreoo¥ moq will be denoted by yg.
=

-1
The following results are to be found in [Fossum-Griffith.]

Lemma 3.1. : Suppose éﬁ is a monomial of degree r = Igl. 1f the
orbit of 53 under ppm has fewer than p" elements, then
pjr and §3 = zg where £ = (e,  FERERRL ) .

P -1

Proof. As elements in the orbit are monomials, the length of the
orbit is the dimension of the vector space spanned by the orbit.
Consider the subgroup of Upm that stabilizes ﬁg. If the orbit

has fewer that p®-elements, then this is a proper subgroup and

: m=1 m-1, e e
hence contains U‘P . Thus oP (gﬂ} = x= , 80 ei*pm"! = e,

for each i (modulo pm). The remainder of the proof is now clear.

Q.E.D.
Proposition 3.2. If pdr, then sr(vpm) mis a free (and hence
injective) kvpm-module of rank p—m(t+¥ —l).

Proof. Consider a monomial £, Since p(lg), the orbit of gg

has length p® and spans a kp m~module of dimension p™. Thus this
module splits off from Sr(me)p as a kﬂpm-module. As the monomials
are linearly independent, this gives a decomposition into injective
(or free) kppm—modules. Q.E.D.

In SP(V m) there is the invariant subspace spanned by the
conjugates of Yoo It is seen that this subspace has dimension pm_,,
so we get kﬁ;m Yo = me-l . By lemma 3.! , the orbits cf other mono-
mials are of length p® and so these each span a free k)Y m-module.
Thus Sp(me) “Fe me-l where F is free of rank P
-m ((pm+p—l) _ ,m—l)

P P P

and me-l is spanned by yo,...,ypm—l_l . Thus we can consider

monomials in the Yy
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Proposition 3.3. The inclusion Sr(vpm-l) c___ysp‘(vpm), with

Sr(vpm) spanned by the monomials in the v; of degree r, has a

cokernel that is a free kam—module. Hence

~

S"”(me> - sr(vpm_,)o F

where F 1is a free kvpm-module of rank

-1

P

~m {(Pm*Pr—l) - (Pm
pr r

+r-1]

o}
Proof. By Lemma 3.1. a monomial gg is in the image of Sr(YPm-i)
if and only if its orbit has length less than pm. Suppose that its
orbit has length pm. Then k12 m ég is an injective submodule of
STV m) with (k¥ m x2)NST(V n-1) = 0. Q.E.D.

As me—l is kz)pm-; and the action is through the surjection
k Ppm — kﬁ}m-l , We can assume, by induction, that we know the
decomposition of Sr(me_l) into indecomposable kl)pm_l-modules
(and hence indecomposable k4 p—modules). In particular we can
consider the subalgebra S'(V _p-1) < — s‘(vpm) , each component

S'(me-l) being in degree pr in S'(me). So we get a chain

$°(V)) e S'(Vp) > s‘(vp2)c_._,... ¢_>s'(vpm—1)c_>5'(vpm)

Em_l :
with v, =(Nx ) = k(iLo' o x)s V= KNgb...#kN _, where
pm—l_l
. TT oiv - = gP! e
NO ] i g xo’ N1 G‘No,...,Np_l aT xo , etc..

These decompositions are now used to study the decompositions of
Sr(vpm_l) - Let e = 2: g}(xo). Then e is the unique (up to
i=o0
constant multiple) invariant of Sl(me) = me . So we get the

exact sequence

4] R — 4 Vl ey me -—-—)V m_ —_— 0.

p =1
)

As before we consider the surjections Sr(me) -1

r
> S (me
induced by e, p—>o0. The: we get the exact sequences

[
0 > st l(vpm) —°% 5 Sr(VPm) — s"(vpm~1) 0.
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Proposition 3.4. : If r % 0,1 (mod p), then Sr(vpm_l) is free
of rank
m
-m,p =2+r

p o)
as a kppm—module.
Proof : In this case r # 0,1 {(mod p), the modules Sr—‘(vpm) and
sr(vpm} are both free and hence injective, by 3.2. Hence the exact

sequence above splits. Q.E.D.

Proposition 3.5. If r = 0 (mod p), then Sr(me_])g Sr/p(me—l) ® F

where F is a free kVPm—module of rank

- m_ m=1_
b P - P r,;*r/P>j

r-

Proof : In case r = O (mod p), the module 8§ (V m) 1is injective

while Sr(vpm) s r/p(me_l) ® G. Hence again the sequence preceeding
Proposition 3.4. splits and the image of st” l(me), being a

submodule of G, splits to give the result. Q.E.D.

Prop051t10n 3.6, If r=1 (mod p), then
STV ¥ BT P any s TP ) e r, where E(D)

denotes the injective envelope of X and F is a free kP%m-module

of a rank that can be determined.

Proof., : As S (V? is injective, it contains the injective
envelope iy pm) - Since sr'l(vpm) - s(”")/p(vpm—i) ® G,
the statement of the proposition follows. Q.E.D.
Remark 3.7. : It is possible, using these types of arguments, to
show that

r

S (me,t)

ia a free kvpm—module for r and t in the ranges o 5t <p and
r o= t+l, t42,...,p-1 (mod p), and that ST(V g ) ¥ sr/p(vpm-;) o
Free,for r = O (mod p)., Examples indicate that the non free parts
in the triangle 1gt<p, lg«rst, repeat for r modulo p, so0 we

get a seheme
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r+o r+lp r+2p

so that Sr(me_t) ¥ Sr_p(V ) ® Free. However rather than verify

pi-t
this it would be more interesting and satisfactory to find the expli-
+l) for all n.

(This material, except for (3.4., 3.5. and 3.6.), which follows

cit decompositions of Sr(Vn

immediately from the previous results, is found in [Fossum and

Griffith (I975ﬂ . It is included for use din later chapters).

4. Table of decompositions for small p.

In this section the decompositions of sr(v ) are given for

n+l
p =2, 3, 5,7, 11,
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
S (vn) §T(v) S (vn) S ('Vn) S (vn) S (vn) S (vn) SV S v v)|s VIS )
1 2 2,1
P2y 1 1
1 3 2.3 3.3,1
p=3{ 1 3 3,1
1 1 1 1
1 5 3.5 1.5 14.5 25 5,1
1 4 2.5 4.5 1.5 11.5,1
p=5| 1 3 51 2.8 3.5 4.5,1
1 2 3 4 5 5,1
1 1 1 1 1 1
1 17 4.7
1 6 3.1
1 5 2.7.1 5.1
p=7{ 1 4 7.3 2.7,6 5.7
1 3 5,1 7,3 2.7,1 3.7 4.1
1 2 3 4 6 17 7,1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 11
1 10
1 9 (4.11,1
1 8 13.11,3 | 10.11,10
1 7 R.11,5,1 7.11,7 19.11,1
p=11 1 6 |11,7,3 | 4.11,8,4 11.11,5 |22.11,10
1 5 9,5,1 (2.11,7,5,1] 5.11,9,5,1] 11.11,5 | 19.11,1
1 4 7.3 10,6,4 | 2.11,7,5,1| 4.11,8,4] 7.11,7 }10.11,10
1 3 5,1 7.3 9,5,1 11,7,3 (2.11,5,1; 3.11,3|4.11,1
1 2 3 4 5 6 17 8 9 10 11 11,1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Explanation : In the table above the notation a.n,, b.nz, Celigy.en

in the column under Sr(Vn) means that

s"(tv)y¥av eb.v €c.V e...
n nl 11.2 n3

The free modules are left out of the table. The table works for the
~

decomposition of Ar(Vn) as Ar(Vn) = sT(y
Proposition II.

Note the following interesting patterns of triangles obtained by

n+2~r) according to

consider the number of non free components

1

p=2 !
1 1
1
p=3 1 1
1 1 1 .
1
1 1
p=5 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1
]
1 1
HE B
p=7
1 1 1 ]
1 1 2 1 1
1 11 1 1 1
1 1 1 1 11
1
1 1
1 1 1
1 1 1 1
i 1 2 1 1
1 1 2 2 1 1
pe11 1 1 3 3 3 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

We would be interested in knowing the combinatorial significance of

these triangles.
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IV, THE GEOMETRY OF THE GROUP ACTION
In this section we use a technique due to Serre [Serre (1956)3

and used in [Hochster and Roberts (1974)] and [Fossum and Griffith

(19?5)] to show that the rings of invariants S°(V "

P
n+1) are not

Cohen-Macaulay in general. We also mention here the proof that the

y m y m
complete local rings %‘(me) Poo= | Sr(me) P are factorial,
r7%0
the original proof as found in [Fossum and Griffith (1975)] . This

chapter contains no new material and therfore the proofs will be
less detailed. A short survey of other, related results concludes

the chapter.

y . m
P are usually not Cohen-Macaulay.

{. The rings s‘(vn+l)
Recall that a local noetherian ring B with maximal ideal
is Cohen-Macaulay if there is a regular A-sequence of length = dim B.
As usual there is a relation between this local property and a
similar property for (positively) graded k~algebras. Suppose
A= rJ;I—l- A, is a graded k-algebra with A =k. Let M = A, = ;17-‘5 .
be the irrelevant maximal ideal. Then we can speak of regular
A-sequences of homogeneous elements in ML . For want of a better
notation and terminology, let gr-depthA denote the length of a
longest regular A-sequence of homogeneous elements in L , while
depthB denotes the length of a longest regular B-sequence in#l .

The next result is well kenown.

Proposition.i.1. : If A = il 4 is graded with A = k, then
— 3o ¥ ° —

gr-depth A = depth Aﬂl' Q.E.D.

There is a further relation between A and Aﬂ%' . Let
P = Proj(A) be the projective scheme associated to the graded
algebra A. Let Hhi be the local cohomology associated to the
maximal ideal ‘M. of A . It is also well known that

g d
depth A = inf 4d : H (A) #0
and m ‘« m In }

din A, = sup {d : H;n(Am) # o} .

Furthermore we have the following exact sequence relating the local

cohomology to the cohomology of P. [Grothendieck EGA, III, 2.1.4.}.
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Proposition 1.2. : Let K(n) denote the n-t—E twisted sheaf of

Op—modules. Then

<] o Ind I
0 —yHY (Ay) —y A — L w°cp,Kn)) —yHy (Agy) — 0

is exact and there are isomorphisms

r+1

r ~ ~
L 1 (P, A(n)) -———-)Hm (Agp)
for o1, Q.E.D.

We want to use the geometry of the formation of orbit spaces
n+l n+1
AT ——8 o
P
in order to construct a non zero element in a local cohomology

group of low dimension, where An+l = Spec S'(Vn+]).

In general terms, we consider the projective space TE associated
to A™' and the associated quotient W:/V m . The map
e“(k)__lt;% W"(k)/vpm is not a principal hgmogeneous me—bundle
because )%m does not operate freely on Pn(k). But we can find
a "nice" closed subset X of W“(k)/ypm such that 1fl(x) > X

is a principal homogeneous ypm—bundle. The bundle defines a non

zero element in Hl(X,me) , and eventually a non zero element in

HI(X,OX) . Using this we deduce that

n+1 . me
A /upm Spec(S (Vn+l) )
is not Cohen-Macaulay at the local ring at the origin - for most
n. (See problems VI.3.4. and 3.13).
m~1 me :
Theorem 1.3. If n>p +1, then S‘(Vn+1) is not Cohen-

Macaulay.

Proof. We go immediately to the geometry. We can suppose k is
algebraically closed and then we can suppose ¥ m acts on An+l(k)
KN SOV
which exists since P m 1is finite. We want to find a nice closed
subset X of En(k)/me for which 'n"(x)-_—+ X 1is étale.

Take projective coordinates (ao,...an) 3 a € k of Pn(k)

and then on Wn(k). Consider the quotient Pn(k)

and let g , a generator for me , act by the matrix

52



53

1 6 0 0 0 O
1

O s O e =

0
[s]
o]

O eon e
<
—

on the left, Since the subgroups of ppm are linearly ordered, it
follows that a point a = (ao,..‘,an) has an orbit of length less

than p° if and only if a = a =...-an-0, a closed

pm-—i pm—l+]
subspace of En(k) of codimension n - pm—1+1w,1.

y m
Let C = S°(V ) P | go that !Pn(k)/vpm = (Proj C)(k). As C
is noetherian, there is an integer d such that
.= A4 = : ¢ o= ; i
c(d) : e C.q c, [Cd] (and hence Proj NPro;jc(d)). Since
C(d) = Cq [Cd] , we can embed W“(k)/ﬂpm &—s P (k) wusing the
(linear) generators for Cd. a Since C(d)

is a direct summand of C as a ((d)-algebra we know that any

That is N+l = dimk C

regular C(d)-sequence is a regular C-sequence. Hence
dim € = dim C{d) and
gr-depth C(d)» gr-depth C.

So it is enough to show that C{(d) 1is not Cohen-Macaulay.

Let Q = {glem“(k) : apm—l apm—1+]=...=an=0} with image
7(@Q) in @n(k)/vpm . We can find pm-1 forms fl""’fpm'l in
Cy that form part of a system of parameters for S'(Vn+l) and

such that the hypersurface defined by £l=0,...,fpm_1=0 in

an(k)/me misses TW(Q) and cuts the variety tranversally., Let X

be this variety. Then me acts freely on 'W_I(X) so that

T )T, %
is a principal homogeneous ypm-space. Note that
X = Proj (C(d)[(fl,...,fpm~l)).
Denote by wn X(x) the abelian group scheme of Witt vectors of
’

length r over O By [Serre 1956 , Prop. 133 , the sequences for

X"
the Frobenius F

F-1
’yp“‘,x E— wm,X —W,x —0

»

0

induces an exact sequence

F-1I ) .

1 1 1
0 —3»H (X, I/Pm) — H (X,Wm,x) » H (X,Wm

» X
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But qf“(x)..~7 X is a non trivial element in Hl(x,p’pm) and

hence H](X,Wm is non zero. As

,x)
m=1
v

0 =0y ——> ¥,

>wm—l,x -0

is exact (where V is the Verschiebung) , it follows, by induction
on m, that Hl(X,OX) $ 0,
By Proposition !.3. we conclude that

gr-depth C(d)/(fl,...,fpm-l)s 2.

Were C{(4d) itself Cohen-Macaulay, then fl,...,fpm~3 would
be part of a system of parameters for C(d), so we would have
n+l = gr-depth C(d) = p™ '+ grdepth C(a)/ (£ ,eensE me1)
< Pm-l+2
Hence we conclude that C€(d) 1is not Cohen-Macaulay for n+t9y pm_l+2
Q.E.D,

2, These rings are factorial

That the rings of invariants are factorial follows directly from
a beautiful and extremely useful result of LSamuel (1964ﬂ , which

we repeat here without proof,

Proposition 2.1. Suppose B is a noetherian normal domain and that

G is a finite group of automorphisms of B. Then 3¢ is a Krull
5 C1(B)

domain and the induced map of divisor class groups Cl(BG)

has a kernel that is a subgroup of the cohomology group
[
H (G, € (B)).
The group Gm(B) is the group of units of B. When B 1is a

polynomial ring over a field k and G acts as k-algebra
automorphisms, then C1({(B) = 0 since B is factorial. Also

Gm(B) = Gm(k) with € acting trivially. Therefore

H4(G, Gm(B)) = Hom(G, Gm(k)) is the group of k <characters of G.

Yy.m
Proposition 2.2, The rings S°'(V y P are factorial

n+!

Proof, We need only to show that H](V pm, Gm(k)) = 0, But as k

had characteristic p, there are no non-trivial me-characters
of Ppm. So Hom(ypm R Gm(k)) = 0, Q.E.D,

54



55
h*l) extends to an action on the
ring of formal powers series, which we denote by

S v ;= JT 8Ty

n+l) ry0 n+l

The action of ypm on  S°(V

). The ring of invariants is Just

A y . m V. m
. p . TT 4r )
§ (vn+1) ryo § (vn+l) ’

which, as is seen in {Fossum, Griffith (2975)], is the completion

m
of S'(Vn+l)pp at the dirrelevant maximal #&deal.

A VB
We can ask whether S’(vn+l) P in factorial, and it would follow

. 1 .
from 2.1 if we could show that H (me > € S (Vn+l)) 0.

L. ) A Yo
Proposition 2.3. The rings S'(me) are factorial,

Proof . In I1II.3 we have shown that as Y m rings we have
S'(me‘l)ﬁ———>5'(vpm) with cokernel a gum of free Ppm-modules.

Using this fact we can Show that there is an isomorphism
1 P 1 A
H (P om, ¢ (s (vpm)):’_.., H (me, € S (me-l)).

N
The second group 1is then shown to be HI(VPm—I, Gm (S'(me-l))

which we may suppose is trivial, by induction. Q.E.D.

Unfortunately we have not been clever enough to be able to use

the decomposition of s§¥(V for n+l <p in order to make a

n+l)
similar argument. Of course the problem is that there are many

Fal
non trivial units in §°(V Y, so the cohomology groups need not

n+1}
vanish - so easily as for the polynomial rings.

3. Related results.

The main problem - to what extent does the factoriality of a
noetherian ring determine other homological properties - was
opened by Samuel who stated that he knew no examples ©f a non
Cohen~ Macaulay factorial ring [Samuel IQGI] . An excellent survey of
the material related to this problem is [Lipman (19755] . There are
now many examples of non Cohen Macaulay factorial rings. Most of
them are obtained as rings of invariants. All the examples are shown
to be non Cohen-Macaulay by calculating a local cohomology group and
showing that it is not zero, for low dimension., Then the divisor
class group is shown to be zero - again by showing that a group
cohomology vanishes. A very nice example of this is found in
[Freitag and Kiehl (l974ﬂ.
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Aslightly different approach is taken by Mori, who finds

many examples.

Example 3.1. [Mori (1975)] For every integer d» 2 there is a

factorial complete local ring of depth 2 with residue class field of

characteristic 0. And for every d» 3, there is a local ring with

algebraically closed residue class field that has dimension d,

depth 3 and is factorial.

These are obtained by taking a projective curve with genus g
and its associated Jacobian J, which has a line bundle L. Then
he works with the graded ring

TR AL

nyo

.

We conclude this chapter by mentioning that in Chapter VI we

show that

Y4
depth (5°(V,) ') = 3.

This is the smallest possible counter-example.

V. THE NUMBER OF INVARIANTS AND HILBERT SERIES.

1., Hilbert series and Moliens Theorem.

Let k be a field and A a 2Z-graded k-algebra., That is, there
is a decomposition A = I[ A of the additive structure of A
rexw
into vector spaces such that

AjAy O g

for all i, j € Z. (i.e. the multiplication is given by a pairing

® s .. . :
Ai " Aj —s Ai+j that is associative, etc...). If dz.mkAr is

finite for each r we get a function
H,(A) : Z——PINo

defined by H,(A)(r) = Hr(A) - dlmkAr .

Definition 1.1, The function H,(A) is the Hilbert function of A.

The Hilbert series of A is the formal series
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o

B (A) :=) H (M)t .

-

Example 1.2. a) Consider the polynomial ring 4 = k [XO,..,XJ

Assign a weight to each indeterminant X, by wgt(Xi) =W, € 2 .
» €o en . s

To each monomial Xo ‘e Xn assign the weight

o €n
)

e
wgt(Xo .o X = e W+ .. + e

w
n o 0 nn

A polynomial f(Xo,..,Xn) is isobaric of weight w if either of

the two equivalent conditions below is satisfied :

H

1°. In k [xo,..,xn,r,r"] , there is an identity

W Yo Yo
T f(xo,..,xn) = f(T Xo,..,T Xn)

2°, The monomials in f have weight w.
Then setting A = {fex (X ,..,X Nf is isobaric of weight w
or £ = 0 } it is seen that A = k [xo,..,xn} is a graded k-algebra

Note that dimkAr is finite for each r if and only if wi>0 for

all i, In this case it is not difficult to show

n W
- I - i,~1
B (a) = ;Lo (1-e D) .

b) Let A =k [xl’XZ’XB"°'] be the polynomial ring
in countably many variables with weight (Xi) := 1 , Then

dim, A < o for all r and
kT

H(8) = T (1-e%)

Proposition 1,3, Suppose A 1is a graded k-algebra with A, = 0

for r<0. Then A is noetherian if and only if Al is noetherian

Lo L . . s . . . ED
and A, : r}lAr is a finitely generated ideal in A Q

Then each A is a finitely generated A -module. If dimkAo

then dimkAf<oo for all 1»0. Furthermore there are elements

fl""fs with fieAri {that is wgt(fi) = ri) and a surjective
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homomorphism of graded k-algebras :

AO{XI,..,XSI—* A

defined by Xi—-’fi and where wgt(xi) = r;. In case A = k,Hil-
bert's syzygy theorem can be employed to prove that Ht(A) is a

rational function in t .

Suppose B = k[XO,..,XnI with weight (Xi) = deg(Xi) = 1, Let
G be a group of k~linear automorphisms of B] = kXo LA an .
The action of G on B] extends to action on Br = Sr(Bl) by
g"*Sr(g). Putting these actions together yields a group homomor-

phism G - Aut We are interested in the ring of G-inva-

k-alg(B)'
riants A = BG = {f : g(f)=f all geG} and the relative semi-

invariants for a given character A:G»k*, A, = {f : g(f) = A(g)f

all g€G} .

A

In case char(k) = 0§, the ring A is Cohen-Macaulay [ Hochster and
Roberts (1974)]. Stanley uses the Hilbert series for A to deter-
mine whether or not A is Goremstein. In this case the Hilbert
series can be obtained by the representation of & on BI’ a clas-

sical result due to [Molien(1898)] .

Theorem !.4., [Molien (1898)] The Hilbert series

- -1
Ht(AA) = |Gl 1 z: Ag)

g€G det(l-gt)
. ~1 Z: ~-l.r
Proof. Consider the Reynolds operator Ey, . = el gecl(g) ST (g)
operating on SI(BI) = Br' If hE€EG, then
>
-1.r -1 -1l,.r
Ek’r.l(w s$*(h) |G| g G x{gh) "8 (gh) El,t . Hence
(E )Z = E Then
A,r A,r *
a) AA,r = Ek,r(Br) and
b) dlmkAA = Tt(EA,r)'
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For if f € Ak,r , then clearly Ey . f =f

. On the other hand if

E. f=f, then S°(h) £ =5S"(WE, _ £ =]c|”" 2 ace) 'sT(ng) £ =
At A,r g€t

1

_amyjel”! Y e 'sT(ng) £ = A(WE, £ = A(n) f.
gEG ?

Thus a) in established. As for b), this is well known for idempotent
operators.

Lemma 1.5, I

.

: V—V is a linear operator, then

g
det(l+ge) = 5:? Tr(Avg)tV and
V=0

o

(det(1-ge) ™! = Y Tr(s¥(g))t”  both in k[t
V=0

Proof. The two sides of the first formula are not changed if the field
is extended. Assume that g is diagonal. The result follows from
(II.3.3).As the diagonal operators are dense, the formula follows in
general. As for the second formula, consider the functorial split

exact sequence (2.4). It follows that

r . . .
Y I (NI Tr(sTe) = 0
j=o

for r 3 0. Hence

det(1-ge) () Tr(sTg)t") = 1 QED

r=0

Now consider

. r r
B (Ay) := idlmk(A DL ZTr(E)"r)t ,

=0 Ao r=0

the second equality by b). Continue

i (ap = 2 tecle T D a@ T
r=0 g€G

=Y 161" 2 e tresTere”
r=o gEC

o

= 1el™) aMeTh ) rr(sTeret

g€G r=o
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-1 1

— -1 _
= |6 Y a(g) det(1-gt) ,
gEG
this last equality by Lemma 1.4, QED

We give some examples, a few of which will be used later.

Example 1.6. Let |G| = 1. Then we have A = B.

So
H_(B) = 1 1
t det (1-¢t) (l~t)n+l
Example 1.7. Let |G| = 2 with the non-identity element operating by
U(Xi) = - X; . Then
- G = = = .rr B
A =B k[{Xin} ogi’jgn] B(2) = _J B,
1 1 1 1 1 + )
H (4 = 5 ( — + ) =5 ( )
t 2 “det(l-t) = det(l+t) 2 opynt] (1+0)0* !
1 n+l n+1! .
1 1+e) 2, - - 1 +
= E ( ) éilt) = (1-t2) (n"' )(Z(;.l)tz.})
(1-t2) j=o <4

Example 1.8. Let G be a finite group and consider the regular repre-
sentation V = €[G] of G and its symmetric algebra S°(V) over € .
This is a polynomial ring in |G|-variables {Xg : g€} with action
induced by h.Xg = th . By Molien's theorem, the Hilbert series for
the invariant ring is

-1 1
g€G det{l-gt)

Almkvist has calculated the characteristic polynomial of the group

B (5°(M% = e

elements acting on the regular representation [Almkvist (1973)] . His

result is

det (1-gt) = (1_tordg)|G{/ordg

where ord(g) is the order of the element g. Hence

o

Ht(S'(V)G) - IGI_I §T v (8)

L T 5
s=1 (1-t%) Gl/®

where ¢(8) is the number of elements in G with order exactly s. Thus
we can calculate this series for abelian groups, for example. For

G = Vv we get a very nice series that appears again in Proposition
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Begin with the rational function Ml(t) = (l-t)_.l and define,

inductively for each m>! and each ©p, the rational function
- _.m __m-
Mo = p L) P - =Py e (P
P P

It is not difficult to show that

_ 1 -1 2_ N s pBop2 !
M m(t) =0 o it £ Py P2 Pm—Z o R_—E—E—}’
P (1-t)P (1-tP)P (1-tP“)P (1-tP®)

Proposition 1.9. Let V = E[vpm] . Then

Vph
. P -
Ht(S (V) ) M m(t) .
p
Proof. There are exactly pl-p]'“I elements in o of order p1
(for i>l). Then the result follows from Almkvist's calculation.
QED

As an example we have, for V = ¢ [2/62] , that

i 1 1 2 2
T { + + + z 1,

(l-t)6 (l-tz)3 (l—t3)2 1-t

B (s (/67

We now turn to the computation of the Hilbert series of our
rings of invariants S.(Vn+l)vp for an indecomposable kvp-module

VnH to which the remainder of this chapter is devoted. That is we

want to compute

v r

. v
H (87 (v ) Pye .

Me

Ht(s'(v yPYy :=

n+l

"
#

o]
Y

. v . r
e m . - P .
For convenience, let a . Hr(S (v Yy B) dlmks (Yn+l)

N n+l

Proposition 1.10. The number a . is the number of linearly inde-
¥

pendent vp-invariant r-forms in n+l variables in characteristic p,

and is the same as the number of indecomposables in the decomposition

of ST(V_, ).
Proof. Suppose Sr(vn+l) - (5 ¢.V,. Then
j=1 J 3]
r G r P 2
S (Vn+l) = So0c(S (Vn+l) - ﬁ?] choc(Vj) = %é]cj)'vl' QED
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Then the generating function for the a . is the Hilbert series
b4

= . Vpy . S 3
$,Ce) = H (8°(V_ )'P) réo ay ot .

We denote this function by ¢n<t) in order to save on notation. We
now study some of the properties of ¢n(t). The statements that
follow hold for all p and =n, O<n<p<l.

Proposition 1.11, The function

- pn-l
(-t?) {6 (&) - (p1-0)™H™ 5T (e -

I=0

is a polynomial of degree p-n-1.

Proof. By I11.2.5 we have a decomposition

Y DF where F is a free kvp—module of
rank p—l{(r+n) - (r-p+n)} . Hence for r>»p; we get
- - n+r, _ ,n+r-p
3 r 4 e-p p 4 a ) { n ) ) I

It follows that

p"'l o
_.D a r - r
(1-t )¢n(t) an,rt * z: (an,r an,\:—p)t
£r=o r=p
p-l =
r =1 n+r, _ o ntrep, T _
2 3, .t te 2 (MU - (TR
r=o r=p
~1
-1 1-¢? -1 ,n+r T
=p —— pz (a - C_"Ne .
l—t)n+l £ n,r n
If r+a>p, then Sr(vn+l) is free of rank p-l(n:r) (for ggrgp-1)

by II1I.,2.10a). Hence a . ~l(n+r) = 0 for p-Izrpp-n. By III.2.10b
»

-1 p~-1 . ~ R P2 -5 3 SN 4
an,p-(n*l) #p ( n ), so the polynomial E;%(an’t p ( n Yt~ has
degree p-n-l. QED
Corollary 1.12, The Hilbert series

¢n(t) - Polynomial of degree at most p-1 QED

(-e)(-e)?

62



63

Cotollary 1.13, The Krull dimension of S'(Vn+l)VP is n+l,

Proof. The Hilbert series of S'(Vn*l)vp is

¢n(t) = ! =Tt glt) and this has a pole of order n+l
p(l-t) 1-t®

at t=1. Hence the result by a well known result [Atiyah-McDonald

(1969)] . QED

(This result can be obtained by other methods, For example

S'(Vn+l) is integral over S°(V yVp. Hence they have the same

n+1i

Krull dimension. But S°(V ) is a polynominal ring in n+i vazria-

n+l
bles over k 8o has Krull dimension n+l,).
Before turning to the more difficult computations involved in

computing ut(s'(v yVP) for all n , we use the decompositions

n+1

in ITI.3 to compute H,_(S'(V )VP™) and u_(S°(V yvp™y,
t p t pm_'_l

Proposition 1.14. For each m>0 the Hilbert series

. Vol -
Ht(s me) P) M (t) .
Proof, From 1II.3.2 and III.3,3 we see that

. -1
§(V HYVP® = B (S'(V vp® +
H (87 V) & V) )

o m
- 2. 4+pT—1 Bl SFRU r
+ 7 m l {(P gr y -~ (p :r l) } tp +

Hence, by induction on m, we have

- Nd My
B (v VP = ow (eP) e pT™ ) (P yer

p P r=o
But then
H“(S‘(vpm)vpm) ) Mpm"<tp) ' p-m{(x~i)Pm ) (1«tP;Pm"
But this last function is just Mpm(t). QED
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Using the decompositions for Sr(V n ) we can find the associated

Hilbert series. Pl

Proposition 1.15., For all m, the Hilbert series

. V.m 1-t 1 1
H (8" (V y Py = —— ¢ = =T * M __ (tP) .
£ P pB (1-t)p®  (1-tP)PT pn-1

Proof. By III.3.4 and III.3.5 and II11.3.6 we have

w e m —I
. v - -2+ - -2+pv m=io14
H 5TV VM= p™® 3 (P TETeTa TRy (P pETPT)-(P Ty Pt
P-1 rio,l(modp) r=o
. vpm—1_ + d_t¥
+ P s
Htp(s (vpm-l) ) rsl(modpg

where we must determine the integer d, ~ which is the number of

T

r
components in the decomposition of S (V ) into indecomposable
P

m
—1 .
vpm—modules. By I1I.3.6, the integer g, is given by

d_= ¢+ er

where ¢ is the number of components of

r

E(S(r_l>/p(Vp ..]>) / S(r-!)/p(vp —])

m m

and e, is the rank of the free k, -module. Now
p
cp = H(S°(V __ )Py .
r m-1
P
To compute dr we consider dimensions of the vector spaces involved.

We lave

. r m m _
dlmkS <me-1) pe.*+tpec, dunk

since the injective envelope of an indecomposable is just V o' Hence
P

we get
m m~ |
- aom p —2+r P -1+(r-1)/p _
e, =p  U° T+« (e-1y/p 2} e,
Thus
. .Tm o pB-l4kp P-4k
dkp‘*l P {( kp Y+ ( k Yy} .

Putting all this information together we get
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. me - -l =
Ho(5 (v )Py - pmm )

(p -241r)tT
P -1 T

- pm Y ™ ey (eP)F

.
(pm‘;—1+k)<:P>k

Vam—]
+ H §°(V P :
tP( (pm_,) )

This is just

p-—m { H 1

t
(1-£3p% -1 (1-tP)PT!

} o+ M Py,
(1_tP)Pm-I + pm-l(t )

For future reference we note that the rational functions

Moo (6
satisfies the following equations :
-1 pm . .
M a(t ") = (~1)t" M (t) if p is odd
p pm
(1.15)
m 2"
M (t_l) 2
|

t .
=t M (t) - otherwise
2" 1-e2"

2. The number of invariants when

p is large.

- ai T P . . .
The number a r dxmk(S (Vn+l) varies with the prime
= bn for "large"

t]
a,r = Pr,n Y IIT,2.7.

?
but remains constant

P
that b

p, i.e. p> nr+t. Note

Define

e(e) i= > b el

n=o

We compute this function for r<6. Note that

p(t) = lim ¢ _(t), fef<t .
p—>

By IIX.2.9. the expression

65

QED



66
~1 -1

)G (s 48) = E: ¢, .(n)sj
3' ’J

(s~s atr, T

gives the coefficient in the decomposition

+1

o
sl

sT(v__ ) =

n+l cr,j(n)vj

tds
#
[

(since we are assuming that ,p>nr+l). Observe that

{n) = - ¢ .{n). We want to compute
ey o (0 Y P
rn+l
b = LAn) .
r,n jéi cr,J( )

The generating function for the Gaussian polynomials (I11.4.5)

gives
r 0
1 2i-r -1 < 1 -1 n
(s-~s )igo (1-s t) = é%s (s-s )Gn+r,r(s y8)t
d ©
- . . s
= 2 (Lo, medth = 2 £ () (st-sTh)
n=o 3 s ] j=1 s ]
- v
n .
where fr,j(t) = 22; cr,j(n)t . These fr,j(t) s are in a sense

duals to the Gaussian polynomials. Once we know the fr j's we can
b

compute
=
wr(t)=2_b t =
We are going to do induction from r to r+2, so we compute fl,j(t)
and fz,j(t)’

Lemma 2.1. The function fl j(t) = thl.
bl

-1 -1 ® . . .
s—8 s 8 =V, 3 3 t
P . — e - - j{:t (s°-s Y) we ge
Proof.As (_gr)(i-s 't)  I-st  1-s-lt 1
the result, ® QED
. < ,j-1 1
Corollary 2.2, The function wl(t) = ) ot * 1% QED
j=1
f j=
Lemma 2.3. The function £, . i Dv i=2v }
2, = t ) +1\ >
7 =2Vl
1-t

1
(1-t) (1-t%)

and hence wz(t) =
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Proof. As

-1 «
8- 8 - 1 z t\)(SZ\)"‘l _s—(Z\H-l}

(1-e)(1-8%t) (1-82¢)  1-¢2 V=o

follows.

jthe result

QED

Now we get the formula for larger r by using a recursion for-

mula. Define £ . oi=f
r,=] r,]

Proposition 2.4. The recursion formula :

o

= (1-t2 v
PRI D S SRS

Set i = qr+l, where O<AL<r . Then

q ) <= .
2 q - -qS j
(1-t")f_, = S f L et + t / £ . t
r’qr+d i%o T 2,j¥ jeqr1 T 2,jr+h
=
4 2 b
-t £ . t .
i=o r=2,3jr-%

QED

The usefulness of this formula is limited by the difficulties

arising when i- rv and Vv change signs.

Lemma 2.5. Let r=3 Then £ . £, . = t:J_l
—————r— y — r-2,j 1,3
and
f;q+!_t3q+l 2=0
1 {.,q9_.3g9+2 =1
£ B e ti-t
3,3q+% 2 4
(1-t")(1-¢7) 2\
£d¥3, 3943 L=2 ,
and

1+t3
(1-t) (1-t2) (1-¢%)

v, Ce) =

Remark 2.6. By computing f3 ; Ve know how many components of
¥

appear in the decomposition of 53(Vn+!)fot all n. For example

means that there will never be a Vz in the decomposition of

s3(v

n+l)

Lemma 2.7. Let r=4. Then f4 i-O if i is even,
t]
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£4 4qe1 = 2T hra-n -t -e?) and

Fahges = (92-029%2y (o) (1-62) (1-¢7) . Hence

5
v (0) = G-eee?y7a-0? =By -y = ety a-n a-eH2a-ed).
QED
We could struggle in this way to compute f5 i and f6 i but it
» 1
would be very long and boring. By summing up the "tails" we can get
both ws and ws with little further work.

Define, for all j € Z, the functions

U (t) = £ . (t .
STLIPILAFSS

Note that U -f_ .. Using the

if j=0 since f .=
J ’ » r,=J r,l

rv_jsur’j"i

recursion formula 2.4 we get the next result.

Proposition 2.8. (a) Ur s = Ur = wr(t).
(®) (‘_tz)vr i “?::Ur—z i—rvctv!
L4 ) id
() (=thy (e) =y v, eIVl QED
\) i

As an example of the usefulness of this result we compute, once

1 1

again, P.(t). Since £, ,=td' and ¢ (t)=(1-t) ', we have
3 1

1,]
3v-1,._ -1
Ul,3v t (1-t)
R A
and Ul,3v+l— 7T (1-t)
and ©
_,2 - < v
Gmevgle) =gy e) =+ 2y 50 Trya)t
-1 -1 <= 3yt 3v, v jae’
R S RN ¢ O R A v
V=l (1-t)(1-t )

The functions Ws(t) and wa(t) can be computed as well. In
order to save space and to avoid boring,completely,the reader, we list

the results below.
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Theorem 2.9. The following identities hold.

1

S O B S S RN TS M

vy (e) = (1-t)"

l+t3

(1-t) (1-t2)2 (1=

v = Qeedy/a-oa-Hya-ehy oy (o =

b. (6 ter2e3e3e3ebesedeaebrot o6c8eat45e Oeae ! lage!2ap 134 )3
3 (1-t) (-t2y (1-e*)y (1-¢8) (1-¢8)
l*t2+3t34‘4t4+4t544t6+3t74‘t8+tIO
be () T3 3 7 5 : QED
(1-t) (1-e7)"(1=t7) (1=t ) (1-t7)
=
PR ’ n
For the coefficients in wr(t) %%o br,nt we
have the following special cases :
bl,n =1
b o 243+ (-1 [ %2
2,n 4 2
b - 2n2+8n+9 + 3 SR l(in+(_.)n)
3,n 16 16 8 :
(n+2)?
(2.10) = [ ] if 44m
2
L s DA I T A P
s . .85, 2n°+i5n’+42n . 3 1)+ 2 P28t
4,n ~ Th4 72 16 9(1-2)
3 2 2qi
.,1,,‘;2.'_‘,_*_‘_??12‘_1{‘.2_“] . where A =o 3

The explicit expressions for b, and b, (needed later)
’ 3
are found by solving the difference equations gotten from g, and

Y, The calculations are omitted.

rational function over 2

Theorem 2.11. The function wr(t) ii a
-tVi

with denominator of the form 1 Y ).

Proof. We go by induction from r~2 to r , the cases r=1,2 are
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<0 : . . _
done. So assume that fr-z,qlr]+£1 where O il\rl) is a linear combi

. + .

nation over Z of terms of the type t24 b/N where N is a product
Vi . .

of (1-t Y)'s. We want to show that fr ; can be written in the same

s
way. Then we are done since summing the fr i’s yields the desired

form for ¢r(t).

Recall the formula from the proof of 2.4.

2 = 1< -q -q j
U=t )fr,rq+l ¢ ;%b fr-Z,quLt et j;%;lfr-z,ir+lt
hd
-4 S i : <2<
t fi]fr-Z,jr-l t Where o< 2 <x,

- A . < .
Let q q,r+ % and j Jlti+£2 with 0<g,1,9,2.r1 + We fix £, but

let j, be arbitrary. Put T = rr, Then A =2|r+2 will run through

all residues (mod T) when £ and ll run through residues (mod r)

and (mod rl) respectively.

If follows that N(l-tz)f is a linear combination of

r,qﬁ+x
terms of the type.
G . o .
eNErE ST oanTrdin , m Yt e ear *+r )iy
j1=o \FRETRS!
il 3
- Uity S pdilargrry)

ji=1
¥ Al
cC1eT11-cf1eF191 (2,8 4)  (E3ATIAN

1-¢2T17T1 1-gaT1-Tp - 8T1FTI

where the ¢€'s depend only on the residues % ,11 and £, and not on

q;. Hence f is a linear combination of terms of the desired
r,qiﬂ+l

form. QED

Remark 2.12., The function wr(t) = lim ¢r(t) does not necessarily

prw
have the same denominator as (3~tp)‘§(t).

Remark 2.13, Using 2.8, we can get very neat looking formulas for the
Yo 48 an example we have

5
ll)e(t) = U6,0 = ) L 4,611
u
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1 s - Ivl

T —— t /U et

(l_tz)z " 3 2,6u-4v
I SN 1) Y MRS
2.3
(1=} (1-7)7 u,v
. el ®l . .
since Uz 2 T T . The computation of the sum requires

2

(1-e) (1-t%)
knowledge of the number of solutions of several diophantine equations

and seems no easy to handle.

AY
3. Computation of H_(S'(V , ) P) for n=1,2 3,4.
v
P
n+l) ) for =n<4. At

least ¢2 and ¢4 could be found from the general formulas in the next

In this section we compute ¢n(t) :-Ht(s'(V
section. And ¢‘ and ¢2 could be found from the calculation of the
invariants as demonstrated in VI,], But we believe it is instructive

to see the direct calculations.,

Theorem 3.1. The following equalities hold in Z [t J:

o,(0) = (-o Ta-eHTh

2 2
(1-t°P) where p>3 .

(

8,(6) = (-0 a-e?) T -e?)”

(1ot deeTeed lege 0¥ 2,49,9%3)

where 2p = 3q+1 ,
-1 2y-1,,_ hy=1,._ py-1
040t = (1=t) T(I-eT) T(I=eT) =) Q3,009,090 1 02, 9% 3

where 2q = 3q-1

and p>5

.

_ +1 +3 pts
o, (== =B 2 -eH T e TR Tt S R e U L
where p>5

Proof. Suppose n=1. Then we know that Sr(Vz) ¥y for o<r<p-!

r+l

HIPd

and that qu+r(V2) FqQDVr for the same r and 0<q, where F

+1 !

v
is free of rank q. Hence dimk qu+r(vz> P . q+l. So
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N

-1
Tﬂ v T \?_ p=l! qp+r
% () = BHO(S'(v,) Pyel = ) ) (q+D)t
¥, =o 1 Fo r=o
= p-l 3 p-!
=) QE (a+D)tH) (eDH T = >_<q+1>(/ %) (eP) 9
] 0 q=0 =0
Thus © p =
= 5 Pyq _ 1-t" S Pyq
b () = ) (avD (o %y (ePye - Lot Y (arD(eP)
q=o =0
-+ P - -
= %:%w ~——l——§ = (1-t) ](l~tp) 1, as desired
(1-tP)
Suppose n=2 , By Proposition 1.9, we have
p-3 p-3
(1-—tp) {e (t) - — 1}y - L a T (2”):
2 3 2 = 2
P("‘t) =0 r=o
p-3 -
p — r+2 r
_.Dp - T -1 1-t Y ( ) t .
Hence (1-t )¢2(t) az’rt + p {——m——g / 2 }
re=o (1-t) r=o
-3
: grw r+2, .1 d2 1-t?
Using the fact that | (",7)t" = 5 — (=) »
r=0 t
we can calculate
p 22
-1, 1-t - - -2 - -
P AT - ) (IHeT) = o T (B P e T @5 Py
(l-t) r=o0
Using III,2,6 and I.1.9, we get
r ~
7 (Vy) Vs P Wy o @
Since we want to calculate a, 0<r<p-3 we have 2r+I1<2p
As wp+i = 2Vp - v(p—i) for O<i<p , we see that the number of com-
ponents in the decomposition is = (r+2) if r 1is even and %(r+1)
if r 1is odd. Hence we compute
1;3 p-3 p=4
L oa, t= ) Gene s ) GeneEt!
r=o ’ r=2k=0 r=2k+1=1
p-3/2 _p-l,p-3,p-3 p-l
- 2;_ (k+l)(l+t)t2k . ggltp-B - 2 22 + ; p-3
k=0 (t-£)(1=-t%)



,-2%1 ¢Pm2 . P71 L p-lop

= 2
(1-t) (1-t2)
Hence
L -RoLepe2_ el p-iep
(1-eProge) = (1-ey 72 {—F 2
L (pr1ePT2-0(p-2)eP T e (p-3) P }
' 2(1~-¢)
c (-0 201-¢5)7 {(1-t) (1+tPY)
Therefore
¢, = -0 - A T

a formula that is equivalent to the desired one.

Now suppose n=3 . For O0<r<p~l , we get 3r+I<3p, and hence the
virtual decomposition

3r+1

r ;\a 3 = N
S (VA) [ (V:+1) §:3 c3,j(r)¥~‘j
i i = *
Now we use the identity w2pti 2Vp Vi to get
Ziil 3r+1
a = c, .{(r) + 2¢ (r) + % c, .(r)
3,r =1 3,3 3,2p j=2p+] 3,]
(for r<p). Hence ¢3(c) has the same coefficients up to degree p-1i
as does
3r+1 . 3§i] . 3%%? , .
Y e, L{r)tT o+ S oe, (D)t 4 S e, J(e)tT
j=T 5 303 357p ©S0 o j=f5e1 £50 203

But, using the notation from the previous section, this is

by (e) + U3’2p(t) + U3’2 vy

p+1
where U, . = E: £ N . We calculate
3,3 £33 3,1

Uy - -0y Ta-eH Ta-eH ! v, . where
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j+ 1 .
J j = 3q

A j o= 3q+
= 3q+2

\tj =
pd+1 c4+2 . q+3 g1 J
Hence
- P
Ted 4 gpd%2 (mod t*)
- _ ! if 2p = 3q+1
U3 2p + U3 2p+1 E (1-t) 2(1't4) 1 .
’ i i2e? + 9 {mod tP)
[ if 2p = 3q-!
1 1 < r
Now 7 T = [ c.t wvhere
(1-t) 1-t r=o
SN2 V- B TP Lt (T - -1y
r 8 6 6 g '\t o

This is shown by observing that

G-t 7 et e (1m0 2 ) (ren)et
=0 r=o
and then solving the difference equation
€. e, =Tl
By considerations above we get, for 2p = 3q+! that
a3,r = b3,r M cr—q * 2“:-q-z =
<P L 3T, LT nTy b L3l 3 cnTTe
8 16 16 8 16 16
. 2
_i,.r-q_,_..T—q 2¢r+1-q)" _ 2.3 2 . . r-gq-2
gli- (=17 T 8 TR T AN
2
i, .r-q- . -~ +2 +2 - -1
s TCRELCSTCEP LA AL RPIRS S DRC LS DA i
when q+2<r<p .
The case 2p = 3q-1 1is done similarly and gives the same result,
The coefficient of t¥ in (l-tp)¢3(t) is (for r>p)
2
n _ -1 r+3, _ ,r-p+3 (r+2)(x+2-p) _ p -1
83, T 83,pp - P O3 = (577 2 &

that is, the coefficient of t* in by o+ Us,2p * Us,2per -
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~¢P =
Hence (1-t )¢3(t) W3 + U3,2p + U3,2p+]

= (-t) " T(r-e2y7! (l-ta)_l(1+t3+tq+tq+I+2tq+2+2tq+3)

when 2p = 3q+1.
The case 2p = 3q-!1 1is done similarly. Thus we have the desired

result.
For n=4 and O0<r<p , we have 4r+l<4p. Just as in the previous

case, we find that b, * U will have the same coeffi~

4,2p * V4,241
cients up to degree r = p-l as (l—tp)¢4(t). Using the formulas in

the previous section we get

+1
Uy 2p = Usuzper = (1m0) 2C1e) Taa-eH)™! (e e T =P

and

+1
Uy 2p * U4aper (-6730-e3 2Ty (mod tP).

Using the notation

v, = -0 a=H P T aee?) - 5 b et
P n=0
N = (- 2asehT e S e e? and
n=o
$,(t) = Z antn
n=o

we want to show

+1
(1-:P)¢4(t) = (1+cp)w4(:) + chT"nA(c) .

We know this is correct (mod tp). For n>p we have to show that

_ - o1 n+4, _  n+b-p
b+ bn-p *+ 2c _p+l ag ~a,_, =P C L Gy ) s
where the last inequality follows from III.2.4.
Let A =e2Mi/3 | qpen
b - 85 , 2n’+1sn’sdza 3 a2 AR20Y
n 144 72 16 9 T-A
and
S SR SN T S b Vot
n 18 2 3 9(1-)) ’

when the computation for bn follows from 2,10 and <, is the solu-
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tion of the difference equation

_ . (n*2
€ “n-3 ( 2 >

which follows from the identity

(1-t3) > cntn - “+2)t .

After some manipulation we get

n+4, _  n+b-p, _ .
b+ bn_p + n_gz_ = (7, Gy S .
which was desired. QED
2p+5 2p+7 :
Corollary 3.2, For 3 <n<p (resp. 3 <n<p ), the integer

I G I LA IR

Proof. In case 2p = 3gq+l1 , we calculate

3,n * °n~q * zcn--q-2

(n+2) (n+2-p) , p>-1
2 3

=7 ¢ (n+3) + (p-g") ) . QED

4, Fourier series and definite integrals., A general formula for

B (577, )P .

n+l

In this section we use Fourier series techniques to get rather
general expression for the ¢n(t). Most of them are given as definite
integrals of products of Poisson Kernels, in the end we succeed in fin-

ding a general formula for ¢ (t) expressed as a sum of Gaussian

polynomials evaluated at the p‘:h roots of unity.
By III1.2.9 we have
-1 -1 mrtl -5
(s~s >Gn+r,r(s ,8) = f%] cr’j(n)(s -5 )
r nr+l
where s Cvn+l) = ;21 ’J(n)v if p>ra+i
Set saelw and get
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r
T sin(n+v)¥

v=1 PR
- jzl cr’j(n)sxnyp .
Vglsxnv¢

Observing that this is just the Fourier expansion of the trigonometric

polynomial on the left, we get the next result,

T
I v
0

v

.

Proposition 4.1.

sin{n+v)e

ERL

cr,j(n) = dy . QED

r
L
T

i

Remark 4,2, This formula could possibly be used for numerical compu-

tation of <. J.(n). The problem arising at the points where the

E)

denominator vanishes can be avoided by using steps of length u/q in
the numerical integration, where q 1is a prime larger than r . It

is "sufficient" to compute the integral with an error less than 1/2

and then take the nearest integer.

For the remainder of this section we use the notation of §2
and §3.

Proposition 4.3. Let

X
-1 2 -1 . .

g (¢)y = {1-t) I (1+t°~2t cos(r-2v)e¢) if r 1is even

r V=p -
and r;l

gr(¢) = I (l+t2~2t ccvs(r«Zv)«p).l if r is odd.

\)ﬂ

Then

o
T

1 N ..
fr,j(t) = j gr(¢)31n¢sxn3¢d¢ .
-1,

et?

Proof. Set s = in the formula

_e"1 r _ -2V - =
{s-s" 'y (1-s €)Y Z(fr

() (sd-s7dy
v=o j=o J

3

and get
o0
g _(vl)siny = :Z: f_ .(t)sinje .
r 3=1 r,j

Then take the jt--h Fourier coefficient to get the result. QED
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Theorem 4.4. The series for "large p" is given by

™
v (e) = %{ J g, (¢) (1+cospldy

where the gr(¢) are as in Proposition 4.3,

Proof. We have
o

= ;L n
R A N I A R XL
j= »

e
—

i
ks
1 T
== j g, (v)sing (7 sinje)de
-7 i=1
ks
- _LJ g, (p) (1+cosy)dy
2w
o - -

T

since Z: sinjg = T§2%%; . To satisfy the analysts (see end of
j=1

introduction) we have to justify this wild summation, which we do

in the next lemma.

Lemma 4.5. Let U(x) be a continuous odd periodic function such that

the integral

m
j U(x)cot(%)dx
™

exists. Let w

U(x) = 2%‘cnsin nX

be its Fourier series. Then

kil

(-]
1 x
E{ h =TT J U(x)cotidx .
-7
Proof. We have
T
c = 1 U(x) sinnx dx
n n
T X
and > ¢, =7 I U{x)(7 sin nx)dx .
] _ ] ]
N I % cos(N+f)x
But S sin nx = % €Ot = = ———— and
= 2 2 . X
1 2sins
2
ki N T
i x o 1 U(x) 1
hence 7 I U(x)cot(z)dx > c, 77 J — cos(N+2)x dx .
-1 1 _y siny
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This last integral comverges to O as N -+ o by the Riemann-Lebesgue
lemma. Note that L)

” is integrable by assumption. QED
sini

To get a formula for ¢n(t) we need formulas for Un 2up and
t]

U
n,va+1

Proposition 4.6,

k]

Ur,u(t) = E% J gr(¢)cot(%0 {sin(yp )-sin(y~1)p}dy .

-7 o

Proof. As U (t) = Z £ (t) we get,
14 $ v
. j=v PV
U (t) =+ [gr(«ﬂ)smsp(z_ sinje)dy
sV m

3=V
_‘"’ ‘“

as above

eé-% jgr(vﬁ)cot(%)(Siﬂw‘ﬁn(\)")“’)w *
-

<«
: . sinvg -sin{v-1l)¢
= ED
since ;gvSInJW Z(1-cosy) Q

We now examine the (rational) function

$a(0) =y () + . w

n,ZVp+Un,2Vp+l) which has the same

gcoe icients as t mocuioc t Py Yy arguments similar to those
ffici L(8)  (modul Py, b imil h

in the previous section.

Proposition 4.7.

m
" .
- 14 1 sin(2m+1) py
¢n(c) ,ti: ——MJ gn(w)(Hcosw) Sinpy de .
-7

Proof.Using the formulas in 4.3 and 4.6 we get

o

WY
R N R R P ARL

ﬂ
- J_I g, (w) (I+cosp)dv

27
-7
m
+ lim —_ I g (w)coé% {sin(2vp+1)y = sin(2vp-llp} d¢ .
mreo Y=y 27 B
L . . . sin(2m+1) .
But ) (sin(2vp+1)¢ = sin(2Vp-1)¢) = -sinp + ——-;?;;;—EL sine ,
va=]
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and since sin ¢cot%-= I+cos ¢, the first integral cancels and we get

the desired formula. QED

n
Fortunately ¢n is close to ¢n. In fact we will see that in
case n 1is even they are equal, In any case we can compute the limit
in the last proposition. We are indebted to Anders Melin who sugges-~

ted the following helpful lemma.

Lemma 4.8, Let f£f(y) be an even periodic ¢ontinuous function, Then

T p-1
. 1 sin(2m+1)pv - £{n)-£(0) 1 jThid
%i& 2 [ £(9) sinpy 2p * P ﬁ%b f(p )
-

Proof. Make the substitution =x=p¢ to get the integral (inside the

limit)
P
1 x, sin(2m+1)x
21p J f(p) sinx dx .
-pT

Split the interval [ -p7, pT ] into several pieces. By the Riemann-

Lebesgue lemma, for small 6>0 and pu an integer

(ueD =98
lim |} x, sin(2m+1)x -
m>o 27p j f(p) sinx dx 0
ur-8
Put X= T+y to get
UT+E 8
i £(Xy sinCmrDx o0 1 £+ I ““ﬁ:”) dy
21p P sinx 27p P y
um-8 o

which has 5— f(%g) as limit when m + o, for y = - p+l,..., p~!

1
2p
(see [ Titchmarsh ] ).

+ : . P
For uyu = - p and because £ is continuous and periodic, we get

-p+d l’ﬂf [
1 o ¥ 31n(7m+LlX
27 ( j * J ) 2Tp J f(n+ ) siny dy
-pn um-d -5
wich has £(m) as a limit when m-+ o
2

Adding up and using the fact that f is even gives the desired for-
mula. QED
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Remark 4.9. By using the last proposition and lemma with

£(o) = g (v)(1+cosp), we get
p~1

£y
y=o P
Taking the limit as p » =, we get the Riemann sum for the integral

% (ry - o £00) 1
n 2p P

in Theorem 4.4 :

p-1
~n -

i = i = o i l T.T_ ur
lim ¢n(t) lim ¢_(t) wn(t) lim =~ /. P f(p )
prx proo P u=o

n ) T
= lI flpddy = . g, (#) (14cosp)dy .
m
) 0

Now we can compute the Hilbert series ¢n(t) for even integers n

terms of a complex linear representation,

Theorem 4.,10. Let By be the multiplicative group of p-t—h roots of

unity. Then

v — k .
. Py o e o} 2 _ i -1

Proof. By Proposition 4.7 we have

T
n o sxn(2m+l)2¢
Q)n(t) = lim HI (l+cos¢)g (v) SlnP‘ﬂ d
-0
-~ -
Both the Dirichlet kernels Slngié%%llgg 1 + 25:? cos 2ypy and
v=l
the Poisson kernel (l+t2—2tc052u¢)_1 5 E: tvc092vuw)
1-t vw=1

involve only even cosine terms. Hence the same is true for

g () s1n(2m+l)2¢

sinpy
so the term involving coswgn(v) integrates to zeroc. Thus
™
] s1n(2m+1)2¢
¢ t) = lim o— I dy
alt) U oaw 8,(®) T
-1

As gn(O) = g (), we get, from Lemma 4.8 that

o o
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ng(¢) - (I—e2k¢lt)—!(l-e(Zk-z)wlt)-l...(1~e-2k¢1t)_l

it follows that

v 1 k _aVHt, -1
3y (0) = 3 ég; (1 amhTh
where B = eziﬁip

To finish the proof we show that

N
d’Zk(t) - ¢2k(t>

v=gq
Noting that il (l-uvt) = 1-t? if o is a pEE root of
ym-q
unity different from 1 and p=2q+1, we get
a - -
bqp (£ = . rry l » o (-aF ey (1-a (k+ 1) gy
p(1-t) p(1-tP) €y,
afl (1-a%t)1-0 %)
Hence
" 1-tP 1
(1‘tp)¢2k(t) - —T * 5 (pélynomial of degree at most
p(l't) z(q_k ))'
As 2(q~k) =p - n ~ 1 and as
P 1-¢P .
(1-tF)¢,. (t) = + polynomial of degree p - n ~
2k p(l—t)n+l

N
by Proposition 1.9, and as ¢2k(t) and ¢2k(t) agree modulo tP ,
it is seen that these two polynomials on the right of the two expres-

A
sions must be the same. Hence @n(t) = Qn(t) when n 1is even QED

Already thisresult takes the shape of Molien's Theorem 1.4, It
is possible to formulate this more precisely ., Whether or not this is

accidental is unknown to us - it seems unlikely that it is.

Corollary 4.11, Let G _be the matrix group {(over &) with »p

elements generated by .

nmi
e P (n-2)7i O

e P n even

O =y
e
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. vp it 1
Then ¢ _(t) = H (S"(V__,)'F) = p L Tee(i=et)
— n t n+l gEC det(l-gt
Proof. This follows directly from 4.10, QED
Using the Gaussian polynomials we can get yet another formulation of
the result.
Corollary 4.12, Let =n = 2k. Then
o0
-1 <~ -1 ]
o () =t T (L oe . @27l
P b= jsn
j=o a€u
P
p-n-1
P e =L Y (T, @R
p(l-t) p(1-t¥) j=o aeup g
oFl
Furthermore, with A (n,j) denoting the number of partitions
I =(I,...,I) such that 1] = n and 1|l = u , we get
3 [ njl
bl
1/2 =1/2 .
e, = 2 G, (o N )-p>~A-_ (n, 3 and
3 aegp n+j,n veg Ki-vp
1/2 ~-1/2 n+j
agy Caegn @ T@ T =y = Gy
af1P
Proof. These results follow from II.4. In fact
k &
- < - 3
T (-0~ = 0 6., ¢ x/z’cl lfz)tJ
{ n+j,n
ve-k j=o
n+l n+l il _3+1
As ¢ (al/Z a-l/z) - Lo - ... (a *} )
n+j,n ’ L 1/2_ -1/2
(aT-¢ D) ... (a -a Y
and as (u”z)p = -] if o # 1 {where aEgp), it follows that
1/2 ~1/2 1/2 -1/2 .
1 .
Gn+j+p,n (a »O ) = Gn+j,n (a >0 ) if o #
Furthermore Gn+j n (al/Z,a-l/Z) =0 if @ # 1 and p-n< j <p. Hence
H]
we get
k p-n~i
-1 1 < /2 ~1/2,
I (1-aVt 2. G_.. , el
s (lma’t) = = T & G (a o )
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Summing over alla # 1 in &p we get the second formula. (The first
formula follows directly from the Theorem .)

Applying 11.4.6 yields
nj
1/2 =-1/2 S
(a / a / ) = >

G kd
u=o

. kj-
A (n,j)a 17 ¥

n+j,n u

Summing over “GEP - {1} gives

nj
/2 -1/2 S . S kj

Lo, WY e 3 e 2R

o=Lp ’ u=o a€y

Q*] =P

a¥l
{-1 if i2 0 (mod p)

As Z_ al = <

aeup Lp~l if i = 0 (mod p) s

atl
we get the results in the second part of the statement. QED

Corollary 4.13. If n is even, then

n+!

-1
o,CE ) = (=) Tp (€) .

Proof. By the theorenm

n/2
o e = p ) v,_rfdz (~veH!
aen
Ep
o _y _, n/2 _ oy o1 -
= 'S G-eHhTh L =% Hh T eV !
Qegp V=1
oy _, n/2 - - -
= 7'y ct-o7 1 -’ Ve !
aegp v=l
= (-0 (o). QED

We turn now to the more difficult case in which n is odd. It

a
happens that ¢n # ¢n , but we can get the correct ¢n anyway.

Theorem 4.14. Let Hp be the group of pgﬁ roots of unity in €.

For 7egp define the matrix
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M(y) = . 1f n is odd, then

O y ® N

)\)p o ] 1+ (1+eP) (1-v) )

ey ’-—‘-.( -
2p, g det(I-M(Y)E)  ( _ Pyger (14M(v)t)
=p

¢n(t) = Ht(S'(Vn*‘

n
Proof. We begin by computing ¢n(t) using Proposition 4.7 and Lemma

4.8, So we have

- ull
() 1 1 P! l+cos =7
o, (t) = + = - :
_,.yn+l - H _ vulli/p __-vulli/p
p(l-t) u=l | Dgq(i-e t)(l-e t)
Set B = enl/P Then 82 = eznl/p = o , which generates Ep. Also

8P = -1, set p = 2k+1, Split the sum above into two parts, one for

even powers of £ and one for odd powers getting

!

(:) BE s ——"
gn p(!-t)“+l
k . . k-1 . .
LY alszra”) N g2i*l 5,87 (25*D)
) ' — N ; .
22501 1 (1-adVey (10" 3Vey  2Pimo m (1-gCPIT IV (g BTV,
vel,3,. ,n v=],3,..,n
K . . .
- 1 + — OLJ*Z"'(I J + Z_QJ-Q 3
_yntl 2p./—. | . s v P
pli=e) Fh G-aVe (-a Ve 1 (red Ve (a0
v v

this last since gm(2i+1) _ Bp_(23+l) = - 82(k-3)

Taking common denominators in this sum yields
\ W

1 o, 2

1 N where
p(1-t) 1-t? 1atP

¢ (t) =

Wl and WZ are polynomials of degree at most p~(a+1) (see the last

part of the proof of 4.10). Set

W.+W
N 1 i 72
o (t) := +
" pC1-0)™ 1 -eP
Then ¢n(t) z ;n(t) = $n(t) (mod tP). Furthermore
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- - P
(1-tPy0 (&) = — 17t LW oew Arguing just as in the case
n n+l 1 2
p(i-t)
even, we find that ¢n = ¢n
Hence

{ 2+uj+a—j
1 (-a¥dey -y
v odd

gk

! L
arT * 2p

(4.15) Qn(t) = —?:——3—*—-
P -t

b

1+¢P 2-ad-a"J
1-tP 1 g+a\’3t)(1+u_"3c)
v odd

+

I1f M(aJ) - diag(anl,a<n-2)3,...,a-nJ), then

det(ltM(aj)t) = I (ltavjt)(ltq"”jt)

v=1,3,..,n
Bote that a_J = ap~3 and that
det (1tM(ad)t) = det(1tM(a J)t).

Then (4.15) becomes

- P
E: ( 1+y 1-y 1+t )

0(t) = Tet (1Mt ~ Jet(1-M(IE) |_.P

1
p(l-c)n+l 2p ¥
v

Note further that det(I1-M(1)t = (I-t)n*’ , 50

1 . 141
p(1-tya*T  2p det(I-M(D©)

Hence

1 14y 1+¢P 1-7
p(e) = 53'72% e ¢ op Ter(mGEy ) *
=p

n

desired. QED

Corollary 4.16., If n is odd, then

-1 < -1

0,(6) = ) (D G, (s
r even r odd
T€Y
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and
=
¢n(t) = Z— ( .Z" nr+1l A nr+!l . (rym))er,
reo IS 151 155—0-de
2ni/p . . .
Proof. Set p=2k+t] and qg=e Using the generating functions for
Gn+r,r in I1.4 and formula (4.15) for ¢n(t) in the theorem we get
© k
= ! 1 b -3 Bk PR
¢n(t) (l-t)“” + 75 Z (Z (g  +2+0 )Gn‘m,n(a S0 V)t
v=o  j=i

s T DY @mad-ahe el
P y=o j=1 ’

a—j))tv

il — Xk
-1 (“;v)t“ + % b ()L_c
V=0

v even j=1

" | -

n+v,n

k
( Z (ad+a" e

Cad,a™yy eV

|-

v odd j=1 n+v,n
< -1 V 1 -1 \Y
D T JE SR C L)) + 3 7 (Y e N CRUNS DL
Py even QEHP V odd Q€p

The second formula follows -- from the first we get

nv
¢_(t) -1 i: AL atVTHyeY ' ‘T’ E: A (L oPVFIT2Hy Y

Vv even i=o aegp v odd Vn q&g
<0
= Y ( T an A v +1 )tv
veo |j|<I == [ 1-jp
?: 0 ifugo (mod p)
since = LI
‘;p P ifp =0 (mod p) . QED

Letting p + o in these formulas for ¢n we get a combinatorial

formula.

Theorem 4.17.

oo

T
=
wn(t) =/ A v+l (v,n)t’ = f% f (l+cos¢)gn(¢)d¢ . QED
v=o [ 1 T

2
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e2ﬂi/3

Corollary 4.18. Let X = Then
85 2n3+15n2+42n 3 n 2(%““A2n+l)
Agn(ms®) = 77 * 72 T AR CIOES)

is the number of solutions |J|= (J_ ,J3,,J,,3,) of gl = 2n with

0<J;<n or equivalently the number of solutions |I|= (10,11,12,13,14)

with |I| = n and JI|{ = 2n.

Proof. See the formulas 2,10. QED

5, Symmetry of the Hilbert series ; a conjecture of Stanley.

In this section we study the symmetry properties of the rational

functions Ht(s'(Vn ypy . Stanley used the Hilbert series of a

+1
graded ring to study such properties as Gorenstein, Cohen-Macaulay,
etc., [ Stanley (to appear)] . Among other results, we give many counter
examples to a question he raised in that paper [ Stanley, loc.cit,

end of section 4] .

Definition 5.1. A rational function F(t) is symmetric if there are

integers d and r such that

~1

(el = (-0%TFe) .

When F(t) = P(t)/Q(¢t) and Q(t) is a polynomial of
the form H(l-tai). and P(t) has non-negative coefficients, then
F(t) is symmetric exactly when P(t) has the same coefficients for
ti and tm—i (where deg P = m). The main result for the algebras

under study is the next one.

Theorem 5.2. The function Ht(s'(vn+l)vp) ig symmetxric if and only

if n=1 or n is even.

Proof. By Theorem 4.10, we can write

— k
=Ll > I vy}
¢2k(t) T a4 v-~k(| o t) . Hence
*p
by (t) = (—t)2k+l¢2k(t) as in Corollary 4.13,

If n= 1, then ¢,(t) = —_ 1

(1-t)(1-tP)

, which is also symmetric.
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1

If n is odd, it follows from formula (4.15) that ¢n(t- )
obtains a factor of tn+l in the first two terms and a factor of
+
~t" lin the last term. Hence ¢n(t) is not symmetric. QED

The result of Stanley's, mentioned above, can now be related to
this material, We state his result [ Stanley (to appear) §4] . We
suppose A =§goAr is a positively graded k-algebra.

Proposition 5.3. (a) Let A be a Gorenstein k-algebra of Krull

dimension d . Then there is an integer r such that

Ho-1(8) = (-D%%u (a).

{(b) If A is a Cohen-Macaulay integral domain them A is a Goren-

stein ring if and only if Ht(A) is symmetric.

Thus Proposition 5.2 together with this result of Stanley's

yields yet another proof that the rings of invariants S'(Vn+l)vP
are not Gorenstein in case n 1is odd. (Compare with the proof in
Chapter IV.) Combining these with a further result, due to Murthy,

shows that these rings are not Cohen-Macaulay.

Proposition 5.4.[ Murthy(1969)] . If the local (resp. graded) unique

factorization domain A is a homomorphic image of a Gorenstein ring,

then A is Cohen-Macaulay if and only if it is Gorenmstein.

The proof is quite simple ~ Since A is a homomorphic image of
a Gorenstein ring it has a dualizing complex. If A is Cohen-
Macaulay the complex reduces to a module that is isomorphic to a
reflexive ideal. Thus if A is a unique factorization domain, then

the dualizing module is free. Hence A is Gorenstein.

Since the rings S'(Vn+,)vp are unique factorization domains
(see IV) and are homomorphic images of polynomial rings, they are
Gorenstein if and only if they are Cohen-Macaulay. But they are never

Cohen-Macaulay for n2>3,

At the end of Section 4 in his paper Stanley conjectured that
Hilbert series for unique factorization domains are symmetric. These
provide counter-examples to the conjecture. But as seenm in Section 1
of this chapter there are other counter examples. See alsc Problem
3.11.
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Counter-example 5.5, The Hilbert series for the factorial rings

. v . v v
STV ) P ; n odd>3 ; s°(V m ) P® ; p odd, and S'(Vza) P® are not
P-1

symmetric.

The proof for Vn+] is in Theorem 5.2. For the other cases the

result follows from the calculations in Section V.1,

There are other interesting aspects of these series found in
Stanley's paper. For example we state his 4.6 [Stanley (to appear)]
which is due to[ Popoviciu (1953)] .

Proposition 5.6. Let Qyse s Oy be distinct complex numbers and

Pl"“’Pm be polynomials in (€[X]. Define
m
H{p) := Z Pi(u)oﬁ: for u €7 ., Set

i=1

F(t) = Z B(we.e €rey; and F(t) = Z H(-wet .
u=o u=q

Then F(t) = -7F (t—l) .

Using this we can make some calculations of the integers
- 41 r v
an’17 dzmks (Vn+l) P,

Proposition 5.7. (a) If =n is odd, if v>n and n(v-n-1) + 1< p,

then

S p-vin v-1
8y ey = P LT+ (UDY

(b) If n is even and v>n, then

- -1 p-ven, _ . v-l
an,p"\) an,\)-n-l e « n ) ( o

Proof., (b) Suppose 1 is even. Then ¢n(t) is symmetric. Set
o«

¢n(t) = E: H(r)t¥, Then the H(r) satisfy the conditions of
r=o0
Popoviciu's Theorem 5.6, as H(r) satisfies a difference equation

whose characteristic polynomial is the denominator of <%(c). Hence

$n(c) 1= rz-l H(~r):r = - ¢n(:°l) = t“+l¢n(c) = Z H{r)tr .

=0
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It follows that H{(~r) = H(r-n-1)., By I1II1.2.5, we know that

) H(r+p) - H(r) = p ! {(f"‘:"p) - (r;n)}
as functions of r € 7, Set r = -g to get
H(p-8) - H(-s) = p ! {(p—§+n) - (n;s)}
As H(-s) = H(s-n-1) and as (n;s) - (s;l) es polynomials in s ,
we have
%a,p-s ~ *n,s-n-1 " p~l {(p—;+n) = (s;l)} for s>n .

Remark 5.8, By [Stanley (to appear) 4.7] it follows that H(-s) = 0
if s<n . Putting this in (3@ above we have
-1 ,p=s-n
an,p-s =P ( n )
and we have again proved that Sr(Vn+l) is a free kvp*module when

r+n>p (see II1I.2.).

2) The rational function ¢n(t) is not symmetric whem =n is odd

and n>!, But we can write

¢ () = F (t) + Fy(t)

vhere F.oe™!)y = ¢®1p (¢)  and Fo(e ™Yy = - ™le (o) .
1 © 1 2 2
Set Fo(e) = D B (£)tT  for  i=1,2.
=0
Setting r = -5 in the formula

1 r+n+p, _ ,rtng.
LRy - (M)

H (r+p) + H,(r+p) - Hl(r) - Hz(r) = p
we see that the formula is true if and only if
Hl(-s) + H2(~s) = 0
Using 5.6 again applied to F, and to F, we find
Hl(—s) = Hl(a~n-l) and
Hz(-s) - - H2(3~n~1)

Set r = s-n-!1. Then we must show that H!{r) = Hz(r) for

small r .

Using the expression in Corollary 4.16, we find
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k
T RS N T SRR SO i -
H () P L 7p 3??; (a"+2+q *) Gn+r,n (a”,a )
and
L3
- S B R NPT 3
Hy(r) = o0 3&] (2mal=a™) 6 e ™HenT,
where p = 2k+1,
Hence H‘(r) = Hz(r) is equivalent to
-1 . .
1y Y G, (200 ) =0 if r is odd
a€u
=p
(2) 5— o G (a,a~l) = 0 if r is even.
- n+r,n
ol
=p
But using the expression
nr
-1 A nr-2m
Gn+r’n((x,0t ) mé_;) Am
we get rn
S -1 <™ -2
M L e, (e = Y oA 2 o™ -0
acy B m=™0 o€
=p -p
if rrn<p (since r and n are both odd, we have rn-2m # 0) .
rn
-1 ra+l-2m
(2) a G (a,a ") = A a =0
e:;x ntr,an 7 mZB " QE§
=p P
if rp+li<p, since r 1is even QED

v .
Next we wish to compute Ht(s'(v ) P) when =n is close to p .

n+l

This is achievaead in the next result.

Theorem 5.9. If p>32/4, then

-1
. Vpy . L a-of .
Bo(STV o ) P = e, (6 e e S B
+ ! .tzr .

e —— a
(1-¢)P 2¢+5=5-12%3

Proof. By Proposition 1.11 and the last proposition above we have

s-1
i 1 -1 p-s+rx r
bpus () %~y s 2@? (2 ¢ =3 T2
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l{ 1 1 g s-1,.r
- — - ( Yt}
P o(1-e)P78* (iyP = T
1 vz 2
r
* ; P z: 8 e,s-2r-1°
-t r=o

This last equality holds provided

(E%-l-)2 = max {n(s—-1-n) +1 : 0<n<s-1} < p
(the hypothesis in 5.7) and this is true if P > 33 QED
4
Now we list 15 examples of ¢p_s(t) for large p. In order to
write these explicitly we need a table for the bn r (which are a .
» ’

for"large”" p). Then it will be easy to read off ¢p_5(t).

. r Vp
TABLE OF bn = dim, S <Vn+l) FOR p > n+l,

,T k
_n 0 1 2 3 4 5 6
r‘\
S
0 I 1 1 1 1 1
1 1 ~<o_|_ 1 1 1 1 1
2 1 1 —a _ 2 3 3 4
3 1 1 2 T3 5 6 8
4 1 1 3 5 T ~—8_ 12 18
5 1 1 3 6 12 oo~ L 32
6 1 1 4 8 18 32 ~58_
7 1 ! 4 10 24 49 94
8 1 1 5 13 33 73 163
9 1 1 5 15 43 102 268
10 1 1 6 18 55 141 382
11 1 1 6 21 69 190 582
12 1 1 7 25 86 252 783
13 1 1 7 28 104 325 1082
14 1 1 8 32 126 414 1417
15 i 1 8 36 150 1816
16 1 1 9 41 177 2310
17 1 1 9 45 207
18 1 1 10 50 241
19 1 1 10 55 277
20 1 1 11 61 318
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. Vp 2
TABLE OF H:(s (\;_SH) ) FOR p > s8°/4

v s=-1
Ht(s-(vp_s+l) Py. (l-t{ { (l_z)P - ]_:p} + 1-lp ws(:)
where ws(t) is given below
8 ws(;) =
1 1
2 1
3 I+ t2
4 I+ tz
5 1 + 2t2 + t4
6 1+ 2e2 4 tk
7 1o+ 3e2 v 3% 4 8
8 1o+ 3e? . 5t4 + t6
9 1+ 4:2 + 8:4 + 4t6 + t8
10 bos a2 e 12eh 4 58 4 k8
11 1 + 5:2 + 18t4 + 18t6 + 5:8 + :10
12 1 4+ 5t2 + 24t& * 32:6 + 13t8 + t'o
13 1 + 6;2 + 331:A + 58t6 + 33u8 + 6:10 + tlz
14 I+ 6:2 + 43t4 + 94t5 + 73t8 + 18:’0 + :‘2
15 b+ 762 4 556 o 16368 4 16368 & 55¢10 4 7e12 4 18

Example 5.10. To see how the second table is obtained from the first
we do the calculation for ¢p_12(t) . By the proposition

(l-t)li { 1 ] . i 2T

- } a .
P (1-t)P 1P 1-tP  2r+j=11 2r°d

$p-12(8) =

The polynomial under the summation is denoted by le(t). Then

2 9 6 8 10
Wige) = 1 4 ay gt7 + a, ,t7 + ag st + ag 3t + 8,54t

If p > (12)2/4 = 36, then a = b , 80 we read off the coeffi-
n,r n,r

cients from the table for b . to get the desired result.
’
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Remark 5.11. It is seen that ¢p_s(t) is symmetric if and only if
p-8 1is even, If 8>6 and p-s odd, then ws(c) is not symmetric.

For s=2,4,6 it is easily checked directly.

Considering the case n=2,3,..,6 it seems that

-1

v (7 = 0ty (o

This cannot be demonstrated by using the fact that

g (t71,e) = (-o)?*!

n Sn(t:V>

and then integrating and sending p + » , since the operations do
not commute with the operation t -~ t_l . {Even the wrong sign
appears if this is attempted). The validity of the formula would have
the following consequence :
Let o
wn(t) - jz: H(r)e® where H(r) = Ark(r,ZK)

r=o

when n = 2k. Then
H(-r) = H(r-2k-1) if r > 2k+1 and

H{-r) = O if r = 1,2,..,2k.

V1. Examples and problems.

In this chapter we study the examples in small dimension, we
Y
prove that depth(s'(va) 4) = 3 and consider many of the open pro-

blens.

1, Examples in small dimension.

In this section we study the invariants of V], VZ’ V3. Since
the operation of vp on V1 is trivial, we obtain the immediate
result Y
s°(v,) P =sT(v)

Slightly more interesting is the action on Vz.

v
Proposition 1.1, In S’(V29 P there is an invariant uo-Xo g£

degree ! and an invariant “I'N of degree p such that

N = x? - xlxg" and

v
§7(V,) P oy [ugsuyl -
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(Consequently u sy are algebraically independent and this is a

polynomial ring).

Proof. Clearly uosxo is invariant. Also
p-! 3
o= X (XX (X #2X ) e (X #(p= DXy = T o” (X))

. s * * '\" >
ig invariant. Since Sr(Vz) = Vr+l for O<r<p , we know there is
exactly one invariant in each dimension up to p-1 and as “; is

invariant, we see that it is the only one,

Then sp(vz) = VPGD Vl. So there are two invariants that are
linearly independent. As uy and ug are linearly independent they

must span the invariants in degree p.
It is clear that u sy is a system of parameters and that
{k(Xo,Xl) : k(uo,ul)} = p

since TP - u T - u = 0 is a separable polynomial over k(uo’ul)'
The remainder of the proof is clear, either by counting dimension or

by looking at Galois extensions,.

v
Propeosition 1.2. In S'(V3) P there are 4 invariants

- - xP _ ¢P-!
uo Xo M Xl Xo Xl
2 ot 2
ul = Xl - XZXO N = r=0 (X2+2rX1+r Xo)
v
such that S'(V3) Pwk [uo,ul,M,N] . The elements

uo.u‘,M,N are related by one equation

M2 - ugN + terms of the form u:ui = 0 (where i+2j = 2p).
Proof. These elements are invariant if we take the group action to
be

o(xz) = X, + 2X, + xo

2 1

O(XI) = X1 + Xo G(Xo) - Xo .

It is clear that uo,ul,v are algebraically independent.
Consgider Mz—ugN~u€ and note that those terms involving X2p

and ngg vanish and that Xg-t divides the result.
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As dim S'(V3) = dim S'(VB)VP = 3 and as uosuy and N form a

system of parameters in S‘(V3), they are algebraically independent
If p#2 (which it must be by our assumption that Vo acts on V3)
the ring k{wl,wz,WB] [2] with ZZG k[wl,wz,wB] and T2 - 22

irreducible, 1is normal. Hence k[uo’ul’N’M] is normal. Consider

the extension k (}%’XI’XZ) 2 k{u ,ul,N,M). We know that

¥ %

X - wP7lX - Meo0 and 2= (CHZ2 -2
1 o 1 X X 2"
o o X
o
Thus k(XO,Xl,Xz) = k(UO,UI,N,M) [ X]]
and so {k(xo,xl,xz) : k(uo,u‘,N,M)]< P
Vp

Hence k(uo,ul,N,M) = k(Xo,XI,XZ) .

As kiXo,Xl,le is integral over k[u_,u;,N,M] and this last ring

is normal, it follows that

v ED
klu_,u,,N,M] = k[X,X,X,] P Q
The only case where it is possible to study S'(V4) is treated

in the next section.

2. Bertin's Example.

In this section we study what we call Bertin's example
[Bertin (1967)]. Let k be a field with char(k) = 2 and let
\ be the regular representation of 2/42 , with indecomposable

4
factor V3. Suppose

V& = kxo + kx] + sz + kx3
and

V3 = le + kXZ + kX3 = VA/kXo .

The action of a generator ¢ of Z/4Z 1is, as usual,

o(Xi) = X; + Xi_1 .

Proposition 2.1, The following elements are Z%/4Z invariants in

S'(VA) and S’(V3) respectively.
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§7(V,) 5°(Vy)
up =k, vl:-i—l
u2:=xl(xl+xo) Vz’“iz(fz*il)
ug =X X XX+, (Xp4%,) v3=“Y3X](§3+§l)+§§(i2+§1)
¥y K, (R +X )X +X3 (X 4X )

s ax? 2
Y, t=X5K +X, X +X, X, (X,4X )

u&:=N:-x3(x3+x2)(x3+x1)(x3+x2+xl+xo) v :cx3(x3+x2)(x3+xl)(x3+x2+x!)

V3imXg (Xt X DX (X +X )+ X, (X +X Jug

i 2.2
Y4t x3{x3x°+x

4

2

2 2 2, . h
X X (X # X X )+ X (X +X T+ XX (XX X7 4+X 4% }

2
2 4
+X2xl(x2+x1)(xzx}+xo)+xl(X1+x°) .

Proof. A direct calculation shows that each of the elements is inva-

riant. QED

Let the homomorphism S'(VA)**S'(VB) be denoted by .
Its kernel is the principal ideal generated by the invariant X, -
It then follows that

. . z/h42 . z/4z
X S°(V,) N ST(V,) = X 8°(V,)

z/42

Proposition 2.2. The ring S'(V3) = k[vl,vz,v3,v4] with the
one relation
vis (v, v,)v., + (vzv +v3) = 0
3 172773 174 72
Proof. It is clear, almost by observation, that the elements
v sVy,V, form a system of parameters in k[YI,Y2,73] = 5°(Vy) .
Hence the algebra k[vl’VZ’VA] has Krull dimension 3. In fact

k[Xl’XZ’X3] is integral over k[vl,vz,vél with

Xp = vy
%2 o+ v.X, 4 v, =0
2 172 2
and Yé + (v2+v )Yz + (v, v,)X, + v, =0
3 1 72773 172773 4 *

another proof that k[v!,vz,vé} has Krull dimension 3. Therefore
k{vl,vz,vgl is isomorphic to a ring of polynomials in the three

variables ViV V.

. 2 2 3 s . .
The relation v + (v!vz)v3 + (vlvq+v2) = 0 is irreducible since

98



99

Tz + (VIVZ)T + (v%v4+vg) = £(T) 1is irreducible by Eisenstein's

ctiterion applied to the prime ideal (vy,v,). It is also easy to
check that the ring
"

k[vl’vz’v3’v4] = k{VI ,VZ,VI‘}{T]/(fCI) )
is normal., As

rk k[X]= 8

k[v},vz,v4)

and

rkk[vl,vz,v4¥[vl’v2’v3’v4) = 2,

we see that

[R(X,,X,,X3) k(v ,v,,vg,v )] = 4
Hence

k(vl,vz,v3,v4) = k(fl,fz,§3)zvaz
and as k[v,,v,,v4,v,] is normal with k[fl,§2,§3} integral over it

v ,2/42

it follows that k[v, ,v,,v,,v,] = k[fl,fz,x3] QED

We now write the images of Upseees¥y s in S'(V3) in terms of

these algebra generators.

- - 3
u, 0 Yy =V
—"2 ¥, = v, v
Y2 %Yy Y2 1V2

- 2
Uy = Vo Y3 = VyV3 Y,

2 5

ﬁ4 =V YA = VyVvg + vy .

Thus the image of the algebra k[u’,uz,ua,uh,yl,yz,Y3,Y4} in

2/4x is generated by v%, vy v?, Vi Vys vlva,v%v3 and v,.

S (V3)
Let D denote this algebra. Also let
B := D[vl] - k[vl,vz,va,vlv3]
Then
B [v3] = k{vl,vz,v3,v4} .
Since dimB = 3, the ring B is also a complete intersection, but

is not normal,

Proposition 2.3. The ring of invariants

. z2/42
S (V[') / - k[ul,uz,u3,u4,yl:y2,y3,u]

2/47

and depth S’(Vé) 3.
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Proof. The ring k[vl,vz,v3,v4] = ] + Dv! + Dv3. We want to show
that each invariant f is in the ring generated by Uyseees¥,. We
can suppose f is homogeneous and that it is of least degree not
in k[ul,...,yél . Consider its image f in k[v,,vy,v4,v,]. The

element X] in S'(Va) has image vy in S'(V3) while

X3(X3+X1)X! + x%(x2+xl) has image vy in S‘(V3). Thus there are

homogeneocus elements d d d3 in k[ul,...,yé] and a homoge-

o’ | I
2/47

neous g in S'(Va) such that the invariant

2
£ do + d!xl + dz(xg(x3+xl)xI + xz(x2+x])) +Xg .
Since deg g < deg f, we can assume that g € k[ul,...,y4] , 80 the
term Xog can be omitted. Now apply the generator ¢ to £ to get

2

2
0 o(f)-f = (dl+d2(x3+x 1

BXO*X *xzxo))xc .

2
Hence d, + dz(x3+xgx°+x%?xixo) - 0. Apply o to get
2 2
4+ 4O K S XX SRS XOIEAE K X) = O,
and then substract, to get

2 2
dz(X2+X2X°+XlXO+XO) = 0

Hence d2 = 0 and so d1 = 0, Therefore

k[ul!""Y[‘] - s.(v{‘)z'/l‘z .

We now have the following data :

z/4z _

a) depth S'(V4> 1 + depth D.

b) D c vl =3B C S(V_,,)Z/l’z

= B[va] .
c) depthBB = depth B[v3] = 3 .,
d) depthDB = depthBB = 3 .
Consider the long exact sequence of local cohomology at the

irrelevant maximal ideal AL of D :

3
o - 8% (p) > 8°¢B) - E° (8/D) - ! (D) - ... > H> _(B/D) - 0.
M L H +# 4
Since depthDB = 3, we get that B (B) = 0 for 1i#3. Hence

416
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depth, D = depthDB!D + 1 .

But B = D + Dv,, hence B/D = D/(, vwhere (3 is the conductor of
Boin D Gu = {f : £BCD} = {f€D : fv €D}

So we calculate (. Clearly the elements v%, Vo v?, ViV,
vV, and vzlv3 are in G, The ideal generated by these
elements is contained in the ideal v!B + sz of B, As (vl,vz,v4)
is a regular sequence in B, no power of \n is contained in
viB + v,B and hence no powsr of \n is contained in the ideal gene-
rated by these elements in D, Now we show that no power of Y4 is
contained in (4. For suppose val € (. Now deg(val = 4y + 1.
A general monomial in D of the form

Y ~f2 _e

3 f3 ey Ay O
U.Z u

3 Y1 Y2 Y Y3 Y,

has degree 2(e2+f2) + 3(e3+f3) + L(eh#f4)+5e5. Therefore any
expression homogeneous of degree 4r+l1 would have at least one of
e3,f3,e5 different from zero. But then vy would divide this

expression in B and would imply that vz € v B + v,B.

We now continue by showing that Yy is regular on D/G . Sup-
pose that there is a homogeneous ¢ in D such that vémvl € D.
Write

. 2 3 2 t
W terms in (vl,vzvl,vlvz,v1v3,vlv3)D + constant v,
which we can do since (vf,...,vA) generated the irrelevant maximal
ideal. Then
v, uvy € b

i

. . * s s
implies (constant)vz v, € D, a contradiction.

Hence depthDD/GL = depthDB/D > 1.

Therefore depthy D > 2, Since D = S'(VA)Z/AZ/(XO) we get
depth S.(v&)zfaz >3 .
But B (s (v, 7/ 4%) - Ge2e3+eby70-01-t5H20-h

by Proposition V.1.9, and as mentioned, by [ Stanley (to appear)],

Z/Az,which is factorial, cannot be Gorenstein, and

the ring S'(Va)
hence not Cohen-Macaulay. So

z/42

depth s'(v&) < dim S'(Va) -1 = 3
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Remark 2,4, This method for calculating the depth of this ring
clearly cannot be used by sane humans, The number of invariants of
degree 5 in the Bertin example is 14, The 7 invariant generators of
degree at most 4 give 14 monomials of degree 5., But there is one
relation : W, ¥q *tu,Y, Uy, = 0. This relation can be used to

show that S'(VA)Z/az

is clearly a system of parameters. While (“i’“Z’“&) is a maximal

is not Cohen-Macaulay - for (“l’uz’uS’“A)

" "

regular sequence. In any case, there must then be at least one ''new
invariant of degree 5. This one was found by many hours of hand
calculations.
Many more hours have been spent trying to find the ideal of
relations. Computations can proceed as follows,
ht(s’(va)zlaz) =1+t o+ 3t2 4 563 e q0et w16+ 2268 4 307 4
v 63e% v 55?4 73e!0 0 L
(-0 -e5)20-e3)20-c20-¢%)7 a1+ £+ 3¢2 + 56 4 10t% 4

+ 156 + 2668 4 38¢7 + 60c8 « 85¢% 4 125¢'% 4 L.
So the (number of monomials in the generators) =
(number of invariants)
= ts + 4:6 + Bt? + 17t8 + 30:9 + S?.t10 + e

There is one relation of degree 5 which gets repeated in the higher
degrees, so at least one takes these away by multiplying ht by ts

to get

excess of monomials over

invariants - relations = 3t6 + 5:7 + 12t8 + 20t9 + 38t10 + .
generated by one of degree 5
Hence there are 3 relations of degree 6. There are
Y%*“:“syz*“zug*“?“a =0
2 4 3 2 2
YT U Yot Y Uy Yptupugtu Uyt uy Y tu Y tepu, = 0
2 3 2.2 3
Tt Uy tuyytuugtey = 0

7 8 0

Take these away to get the series 2t° + 3t + 5t9 + 8104 L

There are two relations of degree 7. These start with
Y Uq * Yo¥g ¥ (....)u1 - 0

y|y3 + uzyl‘ + (....)ul = 0
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Then we get the series tB - tg - 22tlo SRR

so there is one more relation of degree 8, and that should be enough
But we have completed the main part of the computations - sufficient

to show that depth(Bertin) = 3, and we don't care to do any more.

Remark 2.5. By Corollary(2.7) of [ Fossum,Foxby, Griffith and Reiten
(1975)] (which is due really to Hartshorne and Ogus) we conclude
7/iz such that ht(P) = 3

:

that there is a prime ideal P in S'(V4)
and for localization,

c!epth((S'(Va)Z//l’Z

2/42

p) = 2

This holds since S'(Vd) cannot be Gorenstein and Scrre

condition (83) + Factorial, would imply the hypotheses of Corollary
(2.7) of [Fossum, Foxby, Griffith and Reiten (1975)] .

3, Problems.

In this section we list problems that appear naturally.

)

Problem 3.1. What are the decompositiomsof Ar(Vn) and Sr(Vn+l

for the indecomposable vp*modules Vn, for n>p ?

Problem 3.2. The representation rings Rvpm have J\-~operations,
and Ry is close enough to being a A-ring so that the decompo~

sitions of Ar(Vn) can be accomplished. What properties, short

of being a A-ring, but stronger than admitting A-operations, does

Rva enjoy? [ This was suggested by Rentschler] .

Problem 3.3, What is the relation between decompositions of
r r
ATV, ST,

characteristic p ?

) and representations of the symmetric groups in

Vom
Problem 3.4. Compute depth(s'(vn+}) Py,

vVom
Problem 3.5. Are the completions S°(V y P factorial ? It was

this question that started us on our i::;stigation of the decompo-
sitions. As seen in Chapter IV, the decomposition of §révpm) allow
the computation of the divisor class group Cl(S'(VPm) P ) = 0., It
was hoped that the decomposition would be of use for the other

indecomposables. As yet this hasn't helped.
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Problem 3.6, Is there a formal relation between decompositions of
3
S (Vn

+l) and semi-invariants of Schur [ Schur, Satz 2.21] 7

Problem 3.7. Does the Hilbert series of a graded algebra give any

information about its depth ? (Partial answer - probably not because

a (Hilbert) series can be the Hilbert series for a Cohen-Macaulay

ring and a non-Cohen-Macaulay ring).

Problem 3.8. What is the generalizationm to Rvpm of the Valby
Bodega Theorem ?

Problem 3.9. Work out the Adam's operations for the representation

ring. (We started, but they did not fit directly into the subject

r r

matter. The elements W° + WU are Adam's operations, for example).

Problem 3.10. What are the combinatorial properties of the triangles

of numbers in III.4 ?

V. m
Problem 3,11. Show that the Hilbert series Ht(s'(Vn+l) PYy is not
symmetric provided n is odd and n 2 pm—l+2.
Problem 3.12. (See V.5.11}) Is wn(t-l) = (-l)n€“+an(t) ?

Cohen~Macaulay ? In particular

V. om
Problem 3.13., When is S°(V y P
. Vpm o+l Vp
are § (me_|+l) and S (me+2) Cohen-Macaulay ?

Problem 3,14, Is there a factorial local ring A with A not

Cohen-Macaulay, dim A = 5 and which satisfies Serre's 83 condi~-

tion ?

Problem 3.15. It is shown in Chapter III that sT(v

n
n+l) = Free®V,
for r+n = p-1. Show that SY(V

) = Free QVS for r+n = p-2,

n+1

4. Final remarks. (July 1977). After the handwritten version of this
paper was completed we found that Sylvester and Franklin, a century
ago, computed wn(t) for n=1,2,..,10 and 12 Sylvester (1973) .
There it is the "counting function" of the covariants (or "differen-
tiants") of a binary form of degree n (in characteristic zero).

This (remarkable ?) coincidence will be the subject of a forthcoming
paper.
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Problem 3.12 has been solved by R.P. Stanley (private communica-
tion) but the result was used by Sylvester in his computations, so

certainly known to him.

VII. Notation.
In this chapter is listed, in order of appearance, the notation

used in the manuscript, with chapter and section references :

Standard notation

Z : 1Integers.
N : Positive integers.
No : Non-negative integers.

Q,R,C : Field of rational, real and complex numbers.

P{(V) : Projective variety of lines through O in the vector
space V.

nV : Direct sum of n copies of V.

V'": Tensor product of n copies of V.
n on

v v

A; : Affine n-space over k.

?z : Projective n-space over k.

Ay : nih exterior power of V.,

s™(v) = Symn(V) : nEE Symmetric power of V.

T,U,V,X,Y : Indeterminates (sometimes multi-indexed}.

Chapter 0.

me = z/pmz : The cyclic group of order p .

¢} : Generator of v

p™’
Chapter I,
Rkme : Representation ring of me'

Chapter II.
Sr : The symmetric group acting on r letters (II,})

I =(I,..,I)) : A partition of 1. (11,1)

1] = I+, + .0+ 1 . (11,1)
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l+212*.'
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+ nl_ (11.4)

Symmetric polynomials of degree r . (11.4)

th
==
th
r—w

th
r—

(11.6)

(11.8)
(11.9)

th

elementary symmetric polynomial (II.4)
complete symmetric function, (II.5)

monomial symmetric function. (I1.5)

207 0 arLn)

I=— Schur function. (1I1.11)

Partition conjugate to I (1I1.11)

A-ring : Section 3

A-operations : Section 3

Gn r(X,Y) : Homogeneous Gaussian Polynomial. (II.25)
’

Chapter 1V.

Gm(B) : Groups of units of B. (IV.7)
Chapter V.
H.(A) : The Hilbert function Hn(A) = dimkAn (V.1)
Ht(A) : The Hilbert series {(v.1)
v
. . . - . p
¢n(t) : The Hilbert series ¢n(t) Ht(S (vn+1) )
2 r
¢n(t) B T an,rt :
2. n
.= . 3 $ " 1"
wr(t) Sl an,rt : The Hilbert series for '"large p

= lim ¢ _(t),

le]<1 .

pre oy -l 2 -
g2r(w) = (1-t) vﬂo (1+t"=2tcos(2r-2v)v) (v.29)
g (o) = ﬁ (!«‘tz—Ztcos(Zr-Zw»l)‘p)_I (v.29)
2r+1 V=0 :
: The group of pE-}l roots of unity (V.35)

g
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THE USE OF REPRESENTATIONS IN THE INVARIANT THEORY
OF NOT NECESSARILY REDUCTIVE GROUPS

by

Ulrich Oberst

I = Statement of the problems end theorems

The following theorems give positive solutions in connection with Hilbert's four-
teenth problem and the existence of affine quotients of affine algebraic schemes

by not necessarily reductive linear groups.

I make the following assumptions. Let k be a not necessarily algebraically closed
field of arbitrary characteristic and X = Spec (B) = Sp(B) an affine slgebraic
scheme over k . Here B 1is a commutative kwslgebra of finite type. I identify

X = Sp(B) with the representable functor
X =5p(B) = a1 (B,=) : AL — Ens. R »— X(R) = 21, (3,R)

where AL denotes the category of commutative k-algebras. I write x&X for
xéX(R), REAlL . Let G = Sp{A) be an affine algebraic group scheme over Kk

(shortly s a k—grouﬁ) which operates on X form the right by an operation
x X G ——92—? X . The operation is given by the following equivalent data.

(i) Operations

X(R) x 6(R) — Py X(R) : (x,8) —p xS
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of the abstract groups G(R) on the sets X(R), functorial in <R6fﬂk , O
{ii) Operations
G(R) X(B 8 R)o> B 8 R : (&,b) —p 8D

of the abstract groups G(R) on the Realgebras B8 R : = B @kE by Realgebra
automorphisms, functorial in I%eé;k - One says that G operates rationally on B

from the left or that B is a G-algebra, or

(iii) a k=algebra homomorphism # : B &kA which makes B into a right

Amcomodule.

The connection between these data is given by Op = Sp( A) and
s(ha1)=(Bgs) A(b), beB, s€G(R) = Alk(A,R).

Let

A
c:=%p ;= freB; s(b&1)=vpa1, sec(r), REA;_k}:Ker(Binﬁji BE &)

be the kmalgebra of invariant elements and Y : = Sp(C) the corresponding affine

scheme. The exact sequence
a
CCB—3 B & A
inj

of k=algebras gives rise to s commutative diagram

{(1.1) IXG—=———3 X —57

proj
of affine k=schemes, exact in the category of affine k-—schemes. The exactness means
that Y dis the quotient of X by ¢ in this category. In this situation the fol=-

lowing well=known problems arise :

(1.2) Hilbert's fourtheenth problem : When is the algebra € of invariants again

of finite type over k , i.e. when is Y kealgebraic 71

(1.3) Bxistence of affine guotients : When is the sequence (1.1) exact in the most
often used categories of algebraic geometry, i.e. when is Y the quotient of X

by G in these bigger categories too 71

The best results concerning (1.2) are due to Nagata [Nag), see also [Fogl, Th. 5.56:

The answer is negative in general, but positive for smooth kmgroups which are

113



B

linearly reductive or at least semi=reductive. (see below for the definitions of
these terms). An important result in this context is Haboush's theorem (: Munford?s
ccnjecture) that reductive groups are semimreductive in all characteristics [Habl
Concerning (1.3}, Y is the quotient of X by G in the Category or all ke-schemes
if G is smooth and semi-reductive {Mumford [Mum3, Th. 1.1, Seshadri [Ses], Th. 2).

My theorems give positive solutions for (1.2) and {1.3) with reductivity assum—
ptions on the operation of G on B instead of assumptions on G alone. I need

the following notions. A Gemodule V or a rational representation of G in V is

a k=vector space V <together with Relinear operations G(R) X(V & R)__.; V&R
(S,V)r——) sv  functorial in Réfgk . A Gemodule structure on V is the same as a
right A=comodule structure & : V ——y V& A on V . As always Gy  denotes the
submodule of invariant elements. The Gemodules form the locally finite Grothendieck

category GeMod.

The group G is called lipearly reductive if the following equivalent conditions

are satisfied :
(i) a1l rational representations of G are completely reducible.
(ii) the trivial Gemodule k is projective in G=Mod.

(3ii) the functor CwlMod ey K=MOd 1V oy GV is exact, i.e. preserves surjec=

tions.

(iv) for every finite dimensional Gemodule V and every non-zero invariant
element x€V there is a (=invariant {i.e. Gelinear) k=linear function f : V_3 k

such that f(x) =1 .1

The group is called gsemi-reductive if condition (iv) above can be satisfied with

o

an arbitrary G-~invariant homogeneus polynomial £ of positive degres.

A {G,B)-module after Voigt [Vol is a vector space V with a G= and a B-module
structure such that s{bv) = (sb) (sv) for sgG(R), b€B , veV &R, REAL .
Then G operates also on the kealgebra B & V , V2 =0 , obtained from BV by
"idealization" and BCB & V is a Gealgebra morphism, i.e. Sp(B & V) is an
affine Gescheme over X = Sp(B)o This explains the origin of the notion of a
(G,B)-module. These modules form a locally noetherian Grothendieck category
(G,B)nﬂgi. In particular B itself is a (G,B)-module and induces the important

functor
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(1.4) G(-} = Hom, (Bym) ¢ (G,B) = MOd wp C = Mod : Vieyp V .
*

This functor is left exact and admits the left adjoint functor

B &C (-) : Celod wy (G,B) - Mod where G operates on B 8, W diagonally.

C
(1.5) Theorem & = Situation as above. Assume that G operates freely on X , i.e.
xs =x , x€X%X , s€G , implies s=1 . The following assertions are equivalent :
{i) The functor (1.4) is exzact, i.e. preserves surjections.
(ii) The functor (1.4) is an equivalence.
(iii) The morphism p ¢ X —» Y dis a principal bundle with group G , i.e.
(a) CCB resp. p: X —3 Y are faithfully flat, and
(b) The morphism
XX G oy XXYX: (x,s),__) (X,xs}

is an isomorphism.

If the conditions (i) to (iii) are satisfied, C is of finite type over ¥ , and Y
is the quotient of X by G in the categories of locally k= ringed spaces and the
category of all sheaves w.r.it. the faithfully flat topology. Moreover B is even

a projective Cwmodule .l

An easier variant of theorem A is the

(1.6) Remark. The statements of theorem A remain true without the freeness
assumption if G is a unipotent group. The fresness of the operation is then a

consequence. |

If the functor {1.4) is exact, i.e. if the condition (i) of theorem A is satis-

fied, I say that & operates reductively on B .

{1.7) Theorem B. Situstion as asbove. Assume that G operates reductively, but not
necessarily freely on X . Then C is of finite type over k , and Y is the

gquotient of X by ¢ in the category of all keschemes. Moreover p : X —y ¥ 1is a
surjective map and Y carries the final topology, induced from X via p . These

proporties are universal, i.e. preserved under base extensions Y'_5 ¥ .0
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If the group G is linearly reductive, then in particular G operates reductively
on B . Thus theorem B is a generalization of the corresponding result of Mumford

[Mum}, Th. 1.1, where linear reductivity is assumed.

If the operation of G on B is free, the exactness of the functor (1.4) is eguiva=
lent to the existence of a (very well behaved) quotient by theorem 4 . If the
operation is not free, this is not the case. B.g. if G operates trivially on

X = ¢ , then G operates reductively if and only if, G dis linearly reductive,

but always X = X/G . However without loss of generality one may assume that the

operation is faithful. For let
N =Ker(d 1y Aut(B/x))

be the kernel of the representation of G in B where Aut(B/k) denotes the

automorphism functor. Then N is a keclosed subgroup of G and f factorizes as

¢ 220 o/m Ty sut(B/k)

where f} is injective, i.e. where G/N operates faithfully on B . Then
N G G
B=B and E = G/NB . Hence if G/N operates reductively on B them B is

of finite type and Y = Sp(GB> is the quotient of X by G in the category of

k=schemes by theorem B .

The next theorem contains conditions, equivalent to the exactness of the functor
(1.4) and easier to verify. For this purpose let X be a class of Gemodules such
that (s.t.) each finite dimensional (f.d.) Ge=podule is up to isomorphism a

Gmsubmodule of a finite product of quotients of representations in X . There are

two standard examples :

(1.8) Exsmple : ¥ = {A] . If V is an n—~dimensional representation,
A: V., V8 AYA" is an embedding of G-modules.

{1.9) Example : Let W be a faithful, f.d. C-module. Without loss of generality

(wlog) I sssume that GQQ‘_&(W) is a closed subgroup of the general linear group

of W . For n€lN and re€?Z let Wn st = w&n be the n=fold tensor product

b4
with the operation

s(w g ... 8 wn) = d(s)r (sw ... 8& swn), s&G ,

1 1

where d(s) denotes the determinant. The class of all Wn r has the required
b

properties.il
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(1.10) Theorem C : Situation as above. The following assertions are equivalent :
(i) G operates reductively on B , i.e. B is a projective (G,B)-module.
(ii) The functor
GmMod — 5 ke Mod : V—j "(B 8 V)
is exact. Here G operates diagonally on B &V .

(iii) For every V&K and every f.d. G=submodule U of V the map

G(B&V)_>G(B&V/U) : D eV 3D BT
is surjective.

(iv) For every f.d. Gemodule V and every Gwand B=linear epimorphism
f:B&V_——3 B there is an XeG(B&V) s.t. £(x) =1 .

(v) For every (G,B)- module V and every JceGV s.t. V is free of finite
type as Bemodule and s.t. Bx is free and a Bedirect summand of V ,

there is a Ge and B~ linear map f : V—3 B with £flx) =1 .4

The preceding theorem incorporates in particular a "Baer"=criterion for "coflatness"

Generalizing the notion of a reductive operation, I say that G operates gemi-
reductively on B if in condition (v) of theorem C there is a Geinvariant homoge=

neus polynomial f of positive degree xith f(x) 1 . The coefficients of this

]

polynomial lie in B , the indeterminates are a dual basis of V as B=module and G
operates both on the coefficilents and the indeterminates. The corresponding theo-

rems have still to be worked out.

RY , with affine algebra
B CLT), then the following

(1.11) Example : If the "additive" group G Ga(R)

1l

A=k {gT) operates on B via A: B—3 B 8k LT

assertions are equivalent :
(i) Ga operates reductively on B .

(ii) Xy ¥ is a trivial Ga - bundle, i.e. X ¥Y X Ga as Ga—schemes

over Y .

(i11) There is a z€B with A(z) =z + T .

If zgB is an element with  A(z) =z + T , then
C e k[T =CLTI% B: Ty 42
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is a C~algebra isomorphism and Ga—linear and induces the isomorphism from (i1).

(1.12) Bxample : Let k be a field of characteristic p»0 . Let G : =4 Dbe the

kernel of the Frobenius map F : Ga—’ Ga DX —3 %2 , 1.e.

4(R) = {x€R ; =¥ =0} & ®' = ¢ (R), ReAL_ .

Then A = A[K) = k [t] with +° = O . An operation of & on B is given by a
k=derivation d of B with d° = 0 . The corresponding A is

1 .-1 . .
A: B3B8k (4] =3 4] : b 5 (1) at (o)t , tP=0 .
i=0

In this situation the following assertions are equivalent :
(i) « operates reductively on B .
(ii) There is a z€B with d(z) =1 .

if (1) and (ii) are satisfied, the element zp is invariant and the map

-

etz <«zP w2¥s _58:7 2

is a C=algebra isomorphism. In particular, B is a free Cwmodule of dimension p .

If, on the other side, C is any kealgebra and c&C , then the Cealgebra
B = Ozl with the relation 2P = ¢ is a k-algebra on which the group % operates

reductively via the C~derivation d : z 4—3p 1 , and C = Ker 4 :""B R

(1.13) Corollary + If o operates nontrivially on B, i.e. d ;4 0 , there is a
non=zero tE&€C = 5 such that o operates reductively on

B, :={bt" ; beB, np03 .U

(1.14) Example : Let k be a field of characteristic p>»0 . Let G = (Z/Zp)k be
the constant cyclic group with p elements. An operation of (Z/p Z}k on B is
given by a kwalgebra asutomorphism s of B with sp = Jd. Then the following

assertion are equivalent :
(1) (Z/Zp)k operates reductively on B .

(ii) There is a z€B with s(z) = 1+z .

If (i) and (ii) are satisfied, the element ¢ : = 2Paz  is invarisnt and the map

CLE/<zP = Z=c> 3B : 7 4 3z
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is a Cwealgebra isomorphism. In particular, B is a free C-module of dimension p .

If, on the other side, C is any kealgebra and c¢€( , then the Cwalgebra B = C Lz]
with the relation zp—z = ¢ 1is a kealgebra on which (z?zp)k operates reductively
via the C=algebra sutomorphism s with s{z) =14z , and € is the ring of inva-

riants. |

(1.15) Copollary : If (Z/Zp)k operates non—trivially on B , i.e. s # Id , there
ig a non-zero t€C , s(t) =t , such that (Z/Zp)k operates reductively on B, .0

A consequence of parts of theorems A dans C 1is the following affinity criterion
for homogeneous spaces. Assume in addition to the earlier requirements that X:Sp(B)
is itself a kegroup and that G = Sp(A) is a closed subgroup of X . In this case
X and hence G operate on B from both sides. If V is a Gemodule, then B &V

is a Ge=X=bimodule with the operations :
w
s(bgv)=bs &sv, tlb@v)=th8v, s€t, t€X .

Thus I(V) ¢ = G(B & V) is also an Xemodule, called the X=module coinduced from V .

One obtains adjoint functors

I

»
scalar restriction

G=-Mod > X= Mod

where I is the right adjoint. One has (=) = Yot

(1.16) Corollary : The homogeneous space X/G is affine if and only if the functor

"coinduced representation" is exact.

In particular, X/G ig affine if ¢ is linearly reductive. If X is linesrly

reductive, then G 1is too if and only if X/G is affine.|

A special case of the second half of the preceding corollary is due to Bialynickie-
Birula {BBl. This corollary can also be proven by applying Serre's criterion for
affinity to X/G gince the existence of X/G as algebraic k=scheme is known a

priori.
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IT - Proofs

I only give outlines of the proofs. The details will appear in a forth—coming paper

in the J. of Alg. The situation and notations are those from part I .

The following two lemmas are used for reduction purposes,

(2.1) Lemma : Let k<& be a field extension. Then & operates reductively on B

if and only if 4 &K G operates reductively on 4 &k B .4

The preceding lemma is applied with £ an algebraic closure of %k .

s
Let N G be a normal k=subgroup of G . Then G/N operates on B .

(2.2) Lemma : The group G operates reductively on B if and only if N resp. /N

operate reductively on B resp. NB "

In characteristic gero every ke=group is smooth, in positive characteristic every
kegroup is an extension of a smooth by & finite kegroup [D=Grld , Ezp. XVII,
Prop. 3.1, p. 625. Since both theorems A and B are known for finite k~groups
(see e.g. [D=Ga), III. 2, 6.1) the preceding lemmas permit the reduction of the
proofs to the essential case of a smooth kmgroup over an algebraically closed

field.

(2.3) Proof of theorem A : (iii) =—p (ii) This is a special case of the theorem

of faithfully flat descent (see e.g. (D=Gad, III.4 , 6.%). One has only to notice
that a (G,B)—module V gives rise to the Gescheme Sp(B & V) over X . The
details are due to Voigt (Vo].

(ii) =—=3 (iii) Since the functors

(a¢,B) = Mod ‘”___Gﬁ_;_)____, Cwlod

B g, (<)

are adjoint to each other and hence quasi-inverse equivalences under the assume
ption (ii), in particular B &C (=) is faithfully exact, and hence (LB is
faithfully flat. The map (inj, &) : B 8, B— 3 &4, induced from

IXG — XXXz (x,8) —y {z,78), is bijective since

o

Gry s .
(3 8.3) 23 (in3,8) 238 | G54 ) 2
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is bijective and G(-) is an equivalence. Here B &CB and B & A are considered

as (G,B)- modules in a suitable way.
(i1) — (1) clear.

(i) — (i), (44i) This is the difficult part of the proof. Since

G
(=) = HomG,B(B,-) : (G,B) = Mod wmy CmMod, C = HomG’B(B,B) s

G(-} is an equivalence if and only if B is a projective generator of finite type
in {G,B) = Mod. But B is obviously of finite type snd by (1) projective. Hence
one need only show that for every nonszero (G,B)-mo&ule V the Cemodule

GV = HomG,B {B,V) is nonezero too. After the reductions mentioned above I may
assume that G is smooth and k is algebraically closed. By indirect proof and
noetherian induction I may further assume that the statements (ii) ang (4ii) are
valid for all pairs (G,B/L) where L runs over the nonezero (=invariant ideals
of B , but not for (G,B) itseld. However since G operates free on B there is
an open dense Geinvariant subset U' of X and a morphism p' : U' —5 V' of alge~
braic, but not necesgarily affine keschemes such that p' : U'—s V' is a princie
pal Ge=bundle [D=Grol, Exp. V, Th. 8.1. 3ince X is nonwempty, so are U' and V'
Let then V Ybe a non-empty, open, affine subset of V' and U : = p'-1(V)-

Then U-——Bl—a V is a principal Gebundle of affine keschemes. By construction resp.
assumption on X one has ¢ # U # X . Then the ideal b with Sp(B/R) = (X—U)red

is Geinvariant and non=zero since U # ﬁ .

Let then V be a non=zero (G,B)-module, of finite type over 3B (w.l.o.g.)
Gy £0 . If LV # 7V, then by induction hypothesis G(V/x;v) # 0 since V/RV is a
NONmzZET0o (G, B/h)-module. This implies GV % 0 since G(_) is exact on

(G,B)-Mod. If, on the contrary, V = }V, then

# = Supp(V/3V) = Supp{V) AW () =V({(0 : V)) n (%T) (Vs zero set)

Since U # X this implies W((0:V)) § X and thus (0 : V) # O . But then again
by induction hypothesis GV = G(V/(O : VYY) % 0 since (0 : V) is a non=zero

Gminvariant ideal and V 1is a non=zero (G,B/(O : V)) - module.

The finite generation of C = GB over k will be dealt with in the proof of

theoren B .4
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(2.4) Proof of theorem B : I shall only indicate the proof for the finite gemeraw

tion of C. The proof of the fact that Y is the quotient of X by G in the catew
gory of keschemes and of the other properties is inspired by that of the corresponm
ding result for linearly reductive groups and proceeds along the same lines (see

{Mum3, Th. 1.1).

Assume first that G operates freely on B g0 that the equivalent conditioms of
theorem A are satisfied. The kealgebra A is of finite presentation, the same
holds for the Bealgebra B &cB ZB& A, Since (C¢B is faithfully flat this
implies that B is a CeAlgebra of finite presentation too (D=Gal, I.3, 1.4. Thus B
is faithfully flat and of finite presentation over C ,and of finite type over k
by assumption. These data imply the finite generation of C over k¥ by [D=Grol,
Exp. ¥V, Prop. 9.1. In particular, by remark {1.6), C is of finite type over k if @

is unipotent.

For arbitrary G and not necessarily free operation let N2 G be a normal

kesubgroup. Then

(2.5) Gy _ G/N(NB) )

Moreover N (resp. G/N) operate reductively on B (resp. NB). Hence the finite genew
ration over k of the invariant ring for the pair (G,B) follows from that for the
pairs (N,B) and (G/N,NB). This argument is used three times with X or G/N finite
or unipotent where the finite generation holds by [D=Gal, III.2 , 6.1, (resp. the
above argument). For there is a finite normal subgroup N such that G/¥ is smooth.
If & is smooth then the l=component ¢ of G is smooth and connected and G/GO
is finite. If G is smooth and connected and Ru(G) denotes the unipotent radie
cal of G then G/Ru(G) is reductive. Thus one reduces the problem to the case

where G is reductive. Modulo Haboush's theorem [Hab), finite generation of the

invariant ring in this case is due to Nagate (see e.g. LFogl, Th. 5.56).H

I1I = Nonwaffine quotients of non—affine algebrasic schemes

This part is new and was not mentioned during my talk in Paris. I indicate how the
theorems of the first section can be generalized to the nonmaffine case. The results
are inspired by the corresponding theorems for linearly reductive groups, due to

Mumford {Mumd, Ch.I, $4.
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The following assumptions remain in force throughout this section. As in section I,
k¥ denotes a field of arbitrary characteristic, ¥ an algebraic closure of k and G
a kegroup with affine algebra 4 = A(G). Let X be an algebraic kescheme which is
neither necessarily affine nor separated. The sheaf of ke=algebras on X is as usual
denoted by OX . Let p: XXG_—3X be an operation of G on X from the right.
If X is affine and if G operates reductively on A(X) (compare section I) then
I shall also speak of a reductive operation of G on X . Theorem A (1.5) of I can

then be generalized to the following result.

(3.1) Theorem : Situation as above. If the operation of G on X is free, the folwe
lowing assertions are equivalent :

(i) There is a principal bundle p : X—3 ¥ with group G , i.e. a kescheme
Y and a faithfully flat morphism p such that p : X X ¢ —s X and

pr = X X G —3X induce an iscmorphism
~
(g, pr) : IX G =3 X XX .
Y
(ii) There is a covering X = '\JI Ui of X by affine, open, Geinvariant
1€
subschemes Ui on which G operates reductively.
If (i) and (ii) are satisfied, then Y 1is algebraic, p is affine and
IX6 =y x—Eyy
)
is exact in the category of all locally ringed spaces. In particular p ¢ X ——p Y

is a universal geometric quotient of X by G in the sense of Mumford (Mum],

Def. 0.7 .l

Condition (ii) of the preceding theorem keeps its meaning if the operation is not

necessarily free, and gives rise to the next result.

(3.2) Theorem : Situation as above. Let X = \JI Ui be a covering of X by open,
ie

affine, Geinvariant subschemes Ui such that G operates reductively on the Ui ’

i€l . Let pi : Ui.___> Vi T = Ui/G be the quotient of Ui by G in the sense of

theoren B (1.7).

(i) Assume that in addition the following condition is satisfied :
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(3.3) For all i,j€I the subset p, (U nU )
Uint=pi P, (U nU)

is open in Ui/G and

Then a universal categorical quotient p : X —3 Y exists (compare
[Muml, Def. 0.7). Moreover Y

o(U,)

of X by G

is affine and universally sube

p(U,).

is algebraic and p

1
mersive. The sets are open in Y and Ui =p

i€I +the morphism

(ii) The condition (3.3) of (i) is satisfied if for all
_ (1, pr)
p. Ui-——9 Vi = G =25

5 Ui/G

is surjective or, equivalently, if p;

U X U

V®l

is even a geometric quotient, i.e. if U X
induces a bijection U (k)/G(k)

Then the morphism p from (i) is also a universal geometric quotlentj

For the next result I need the notion of Gelinearized O -module.(Mum), Ch. I, §3 .

X
Consider the groupoid of keschemes

1,2,
I Xyu

IxXG XG0 ch%;x.

——
R xC
——

Let ¥V be a quasiecoherent OX-module. A Gelinearigation of Y dis an isomorphism

F (D) — =5 pré(7)

of OXXG—modules which satisfies the cocycle condition

(X x )" (7) = (pr; )7 (®) (px&)* (P)

= SP(B) Vi— V between Be=modules and quasie-

coherent OX-modules induces an equivalence between (G,B)nmodules and Gelinearized

If X is affine the equivalence

quasicoherent OXfmodules. This is due to the fact that a (G,B)-module structure on

the Bemodule V 1is given by a comultiplication A: V_ V &kA which is semie=

linear w.r.t. the diagonal

A:B_43B8A, i.e. by a

B & A ~linear map

V& B &A V&A=V & B & A
LB JRCEPY
i.e. by an OX % Gelinear map
f
~ ~
F:ve (Begad)=pr W) —sve  Baa) = {) .
B,a B,inj
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In particular, in the affine case a Gmlinearized invertible OX—module ig just a

(G,B)—module which is projective of rank one as Bemodule.

In the non=affine case the operation p : X X G _——5 X induces a comultiplication
Alp) 2 4% e X x @) = A(X) & A
which is a Gealgebra structure on A(X). Here A(X) : = OX(X) denotes the k—algebra

of global sections of O, . Similarly, if ¥V is a G=linesrized quasi-coherent

X

OX—module then P : p*(l) —_— pr*(lf_) induces a (G,A(X))~module structure on

= ¥(X) via
ST S () (xxe) Dspre(y) (Xx6) =¥(X) 8A=-V e

{see C[Muml, p. 32).

If moreover X = UI U. is a covering as in theoren (3 2) then the modules V(U )
are (G,A( ))-—modules and the restriction maps V(X)._.-, V(U ) are Gelinear,

i.e. Ancollnear. Since X is algebraic I assume I finite w.l.o.g. Then

¥(x)e T{ v(v,) - VH(lei)iel (v=_(v1m, ),1: I

when identified) is a G-submodule snd

Cu(x) = 1(0)a (T u(v,)).

If L is an invertible 0y-module and Le L(X) 1et
X(«P/) ] {xéX H Z(X) ;é 03.

Here A(x) = l/ €L /mL .

(3.4) Theorem =~ Situation as above. Let L be a G=linearized invertible OX—module,
and let
;ﬁ HE izé G_.}_(X) H K(Xz) is affine (and of course Geinvarient) and G ope=
rates reductively on X(Q)Z .

Assume that X is covered by the X(R), tel (1n particular then 1 is

ample and X is quasiprojective).

(i)  The covering X = U {x{8) ; 4e L} satisfies the conditions, in particular
(3.3), of theorem (3.2), hence = universal categorical quotient p : X — Y

exists, p is affine and universally submersive and Y is algebraic.
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Moreover p(X(£)) = x(£)/q = Sp(GA(X(f/))) is an open, affine subscheme of Y
and X(8) = p”" p(x(8)).

(i1) There is a unique invertible 0y=submodule ¥ of p L) with

H(p(x(0)) = a(x(®) (#x(0) = ¥ Calx(@)) (RIx(£)] =
= "L(x(2) ¢ L(x(B)) = p, (1) (p(x(R))).

One has M(Y) = GL(X), and Mc¢ p*(_I_:) induces an isomorphism p*(ﬂ) g_L of

G=linearized OX—modules .

(1i1) For £€£ € “L(X) = M(Y) ome has Y(£) = p(X(R)) which is affine. Thus M

is ample and Y is quasiprojective.l

(3.5) Main application : Let L be a Gwlinearized invertible O =module and

X
L. = {te Gpon (x) ; X(&) is affine and G operates reductively
1'13»1
on X(2)7 .
Let
(1) + = U Lx(®) ;5 Ler
be the set of "gemimstable points of X w.r.t. L" . This is an open subscheme of

of X . Since X is algebraic, XSS(L) ig covered by finitely many X(li), Li€ L,
i=1,...,r . Since X(bi) = X(JI/?) for all mx1

G&N

I assume w.l.o.g. that 9/ € (X) for the same N»1 , i =1,...,r . Then

&N
les(L) is a G-llnear:.zed invertible module on X (L) which satisfies the

hypothesis of the preceding theorem. Hence the universal categorical gquotient
ss sS
p: X (L) ——s X (L)/G

exists, p is affine and universally submersive and XSS(L)/G is quasimprojective.l

(3.6) Corollary : If the equivalent assertions of theorem (3.1) hold true, the fol-

lowing assertions are equivalent :
(i) Y = X/G is quasi=projective.

(11) There is a G-linearized invertible Oy~module L such that X = *°(L).

126



=16

(ii1) There is a C-linearized invertible Oyj-module L such that X = U ix(2) ;

ﬂéiz where

i:::{& € gg(x) H X(L) is affine and G operates reductively on X(ZJ} .

These equivalent conditions are satisfied if G 1is a kesubgroup of a kegroup

X and X/G denotes the homogeneous space. |l

[Nag ]
[Ses ]
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LES BASES DE HODGE DANS LA THEORIE DES INVARIANTS

by

Claudio PROCESI

§1 — The Grassman variety

The theory of combinatorial bases in invariant theory has its origins buried

in the invariant theory of last century.

The main starting point is the study of the Grassman variety and more preci-
sely the quadratic equations satisfied by its coordinates, in the canonical projec~

tive embedding.

Let therefore V be a vector space of dimension n over a field K (but
in fact, as it will be clear, we can work always over the integers) and A V the
k-th exterior power. We select a basis e

s ey

v,

e, of V and thus the basis

1
e. A e. A ...Ae. (i,<1,<...<1,) of
11 :L2 1k 1 2 k

The Grassman variety embedded in ® ( A V) (the associated projective space)

x>

is obtained as the points in P ( k V) corresponding to non zero products

VAV, A AV

It will be comnvenient in the sequel to display the vectors Vi oseees Vi in

a matrix X

YioT *n *12 . *1n
Vp T Epy %22 : o0
i T *x 2 : *rn



B

Given lsil < i2< <ik5n , we will denote by (il i i the minor

2
of X formed by the corresponding columns ; (i1 iy e k)
nate) is thus the restriction to the Grassman variety of the corresponding coordi-

k
nate in [P ( A V).

©

i (a Plucker coordi~

The study of the equations satisfied by these coordinates is our next goal.
Various kinds of quadratic relations were found by Sylvester, D'Ovidio etc... .

We will give the ones which lead more rapidly to our conclusions.

Consider two Plucker coordinates (i] iz . ik) (j1 N jk) ; given an
index s , 1$s&k , we fix our attention on the k+! indices
IR VPR TR I PR P R
given by the product (i] e ik) (j1 e jk) of the two minors. We want to think

. Next we take the function in the variables Xij

of this function as depending on the column vectors of the matrix X , which we will
call ;I R }2 seses ;g , (thus gi = (Xli s XZi seens in)). With this notation it
is usual to write :
(11 iy ...
Finally we alternate this functiom with respect to the chosen indices
LV SRR S P PERTRE I
The conclusion of this process is the zero function, since we alternate k+l

vector variables of dimension k .

To display the alternation process we first procede formally, in characte-
ristic O , summing with sign over all (k+1) ! permutations of the chosen indices.

Since the two coordinates (i ik)’ (j1 ve jk) are already alternating in

1
their variables the effect of a permutation on the indices depends only on the

right coset with respect to the subgroup X X‘ZS , permuting separately the

k~g+1
indices ig iy ooe iy and g d (,6t will always denote the symmetric
group on t letters).

8

Thus rather than dividing by (k-s+1) ! ¢! the formal alternation, we may

sum over cosets representatives. Such representatives are obtained by :

i) selecting any t indices out of is is+l e ik and other t indices
out of j, ... j
ut of j, ig

ii) exchanging them in order.

If we apply this process, which is characteristic free, we obtain a quadratic

relation with coefficients T 1 satisfied by the Pliker coordinates on the

Grassman variety.

It would be easy to prove that the variety defined by these quadratic rela-
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tion is in fact the set of points which we had called, without sufficient justifi-
cation, the Grassman variety. Rather that doing this we procede with some conse-
quences proved by Hodge [3]J. Consider, purely formally, the ring R generated by

variables (i ik), subject to :

) e
i) the given quadratic equations

and 1i) skew symmetry in the indices.

Given a monomial

'] e ik) (jI e jk) (sI v sk) . (u] . uk)

we display it in two different ways

as a row M = [il . ik j1 . jk cee Uy e uk]
and as a rectangular table :
i‘ iz Cea ik
j1 j2 R jk
M = .
U] u2 U.k

We order lexicographically the rows and hence the monomials and finally we define :

Definition 1.1 - A table is standard if the indices appear strictly increasing in
each row and non decreasing in each column. A monomial M is standard if the cor-

responding table is such.

Our objective is to prove the following :

Theorem 1.2 (Hodge)

i) The standard monomials are a basig of R

ii) R is the coordinate ring of the Gragsman variety.

Proof - Clearly the theorem will be proved if we show :

a) the standard monomials span linearly R ,

b) the standard monomials are linearly independant as functions of

toLd

n "’
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a) We work by descending induction on the lexicographic order of monomials,
proving that any monomidl M can be written as a linear combination of standard
monomials M' with M'€ M . First of all notice that, using the skew symmetry to
write each row in increasing order, certainly lowers any monomial in the lexicogra-
phical order. Next assume that in a table, corresponding to M , there appear two

indices in a column in wrong order (a violation to standardness)
i .
. . . s> 3

Jpoeee dg oo dy

We then apply the quadratic equation relative to this pair of Plicker coordinates

and to the k+!1 indices is N ik j] v js . The net result of this equation is

to replace the product \il . ik by a sum of similar products which are necessa-
Ipoees dg
rily lower in the lexicographical ordering. In fact : j1 <,j2< P 4 js<‘iS P 4 ik .

Thus in each actual exchange some indices in the top row have been replaced by
lower indices. At the level of the complete monomial we have thus replaced M by a
linear combination of lower monomials. Clearly the process has eventually to stop

and this happens exactly when all monomials involved are standard,

a) is thus completely proved

b) suppose that a linear combination f£( E] yeaes ?n) = EE a; Mi of stan-
dard monomials is O as a function of fl yeens ;n.' We work by induction on =n .
If n=k the only coordinate is the determinant d = { ;I sewns ;k] and the state-
ment is clear. In general it is clear that we may assume that the relation is homo-—
geneous in each variable Zl yeses En and, by induction, that all variables
appear. Consider a parameter A and compute O = f( Zl + D ;2 s }2 seees zn)’
We expand each standard monomial M.1 with respect to A and collect the various
coefficients of the powers of 8 . Since the result is identically zero every
coefficient will vanish ; we give our attentiom to the highest % which onme can
possibly obtain. A Plicker coordinate is linear in each index ; therefore :

Gl kB =G 0 rad, E o ED
2 k 2 k 2 k

and if iz # 2 this gives a contribution in 2 formally non zero. Thus the highest
power of W 1is achieved as follows, For a given standard monomial M , let hl(M)
be the number of 1's appearing which is not followed by 2 ; let j be the lar—
gest amony all the h](M) appearing. For these monomials substitute 1 with 2 in
the corresponding j boxes. The result is again a standard monomial and distinct

standard monomials remain distinct. By the remarks made the resulting linear combi-
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nation is identically zero. Since we are working by induction we would have lowered
the degree in 1| wunless j =0 i.e. each 1 is followed by 2 . Next we substi-
tute ZI R Zl +‘} zg etc... The net result is that we can always lower the

degree in }1 unless we are in the trivial case k = n already treated.

§2 - Double Tableaux

The next important formal step is due to Doubilet, Rota, Stein [2] and it is

given by the theory of double standard tableaux.

We consider a special case of the previous construction i.e. n = 2k . In the
resulting Grassmanian we consider the affine part defined by setting equal to |
the last coordinate (k+1 k+2 ... 2k}). It ig clear that this affine variety W
has, as affine coordinate ring, the ring with basis the standard monomials in the
remaining coordinates. Furthermore W 1is canonically isomorphic ta affine kz
dimensional space by the map that (for notational reasons) we construct as follows.
We think of affine k2 dimensional space as having coordinates Xij s
i,j = 1,...,k , the entires of a kX k matrix X and map a point X = (Xij) to

the point in W given by the Pliicker coordinates of the following k X2k matrix :

X K, e X 1 0 0
err Ker2 o K K 0 !

X..
1]

The fact that this gives an isomorphism between W and the affine space is easily

verified by constructing the inverse, noticing that

X _ (—I)k-i (3 k+1 ... 2k—i+! 2k-i+2 ... 2k)
+J (k+1 k+2 ..... ver 2K)

Therefore the theory of standard monomials developed for the Grassman variety

reflects into a theory of standard monomials for the ring K [Xij] .

We thus interpret in this case the quadratic equations and the standard

monomials.
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First of all let a = (i i i v ik) be a Plucker coordinate with

) S t+1
L e .
sk <i,

We see immediately that a ig a minor of the k x k matrix ; in fact it is

the t X t minor having as columns i] iz ce it and rows S 8y -cv S where
these indices are obtained as follows
Write down the table of indices :
k+1 k+2 v 2k
k k-1 .o i

i i vel i n the to
Yerr tee2 Tk © P
the remaining indices in decreasing order.

erase on the bottom line the indices corresponding to

line and take as s s ces 8

t t-1 i

}i, i, ... i ) the resulting minor.

We will denote (st I3 ves 8 | 9 .

t=1 1
A product of minors will be displayed always in decreasing order of the sizes

of minors and in a double table

a, a i
2 1 1
........... e s
1
Ceevaees c
1

Given such a double table (T{ I') we will call its "shape” the decreasing
sequence tl t2 v tr of the lengths of its rows. We order always the shapes
lexicographically. The degree of a table is its degree as a polynomial ; we remark

that in fact a table is homogeneous and of degree t1 + t2 LT R S

We now read off the quadratic equations in terms of these minors as follows :

let
(i1 v it it+] v ik) , ik-s k< ik+1 s
and (j1 ces jS js+1 .. jk) , js £ k< jS+1 s
be two Plicker coordinates corresponding to minors (q, v qt| il Ve it) R
(p1 . psl j1 ves jS). Assume t2» S8 and z € s an index ; the corresponding

quadratic relation splits in two parts. In the first part we collect all terms in
which some h elements among j] jZ . jz are exhanged with h elements among
iz iz+l . it . In the second part we put the remaining terms. Now the first part
of the sum is a sum with signs of products of minors :
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where we put the dots on top of the indices to be exchanged. The remaining sum is a
product of two minors of size t' , s' , respectively, with t' + s' = t+s but

t'> ¢,

Clearly there must be a similar quadratic equation acting on the left indices.

These are the relevant quadratic equations for the theory to be developed.

Next we read off the standard monomials. Given

M=
3y g - Jg e+ Ik
[ sk <i D e k< . . .
i k e 2 3¢ k Jggq we display it as a product of two minors
(st cee 8, 8y Ly i, .- 1t)
M =

Proposition 2.1 - M 1is standard if and only if ¢t s and the double table is

standard on the right and left i.e. 1 3 ] w=1,..., 8, and s _2h |,
w w — v W

w =1, 58

Proof - If M 1is standard jt+1 z it+l > k , so that s <& t ; the fact that the

double table is stantard is easily verified from the definitioms given. The converse

is similarly dealt with.
We deduce then the following :

Theorem 2.2

i} The ring K.injB has a linear basis formed by the standard double ta—

bleaux.

ii) The subspace of K [Xij] generated by the tableaux of degree n and

shape 2 than a fixed shape By oaee t, has itself a basis formed by the double

2

t
1
standard tableaux of shapes z—tl tz e tr .
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i) This is a translation of Theorem 1.2 according to proposition 2.1
ii) This is seen by the special quadratic equations which we have displayed.
By these equations we can write a table of shape t t, ... t, in terms of stan-

1 "2
dard tables of the same or higher shape.

We want to deduce some corollaries of this theorem. First of all we remark
that the theorem extends immediately to a set of variables Xij ,i=1,...,n
j=1,...,m with m and n not necessarily equal. In fact it is sufficient to
set O some of the variables of the given matrix X to make it into a rectangular
matrix. As a consequence, all tables disappear which contain the (column and row)

indices of the variables set equal to zero.

Next we consider the natural action of the groups Gl(m, K) and Gl(m, K) on
the variables Xij . But then the space spanned by the double tableaux of a given

shape is invariant under both groups.

We will call Pt the space spanned by all tables of shape

i t2 e tr
£ t1 ty ... t. and -degree p = tl Fty o vt We thus obtain on the space of
homogeneous polynomials of degree p a canonical filtration ordered by the decrea-
sing séquences t, t2 yeeny tr with 2: t,=p of subspaces invariant under both
groups Gl(n,K), Gl(m,K) (If <c¢har K = 0 , it can be shown that the space

P is in fact spanned by the double tableaux of shape exactly

Finally consider again n=m . The special linear group S1(n,K) is defined
by setting equal to | the determinant of the matrix (Xij)' Thus the theory ?f
standard monomials gives an induced theory for the coordinate ring A = -zg:Tfl of
the group S1i(n,K).

Proposition 2.3- A has a basis formed by all double standard tableaux in the indi-

ces 1, 2 ,..., n with rows of length € n-1 .

The meaning of this basis should be apparent considering A as a representa-
tion of S1(n,K) acting on the right and on the left and remarking that the cano-

nical filtration in K [Xij] induces an analogous filtration on & .

We explain in more detail the representation theoretical meaning of this

filtration as follows.
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Consider a standard Young table T of shape bty ... £ Ve define ™ the

2
following module. Consider the subspace P, ¢ - Let also P;: ¢ by the
. -

r -
subspace spanned by double tableaux of strictly higher shape and Py ...t the

- r
quotient. Thus Ptl ¢ has as basis the classes of double standard tableaux of
R 3%

the given shape, TM will be the subspace of Et spanned by the double stan-

[ 4
1
dard tableaux of type (TI T') T' varying over all standard tableaux.

Lemme 2.4 - TM is a @1(m,K) submodule.

Proof - Acting with ¢1{m,K) on a tableau (T|T') we obtain a linear combination
of tableaux (T]I -'I"), T not necessarily standard. But the quadratic equations show

how, modulo P;: , such a tableau can be expressed as a linear combination of

JR =
standard tableaux of type (T1T').

Consider the canonical Young table of shape t) by e B
i 2 3
12 3
U= 1 2
1
1

(with i on the i-th column).

Theorem 2.5 - If K is an infinite field, every 1 (m,K)-submodule of ’I‘M con—

tains the table (T |U).

Proof - Let a = Z di (TlTi)é TM s o(i # 0 . We must show that (Tl U) 1is in
the submodule N generated by a . We make the linear transformation which we

write directly on the indices (thought as basis vectors)

moe m + A(m1)
a . .
i p— 3y 1 1< m .,

k .
L?}‘ (a) = igo 7\1 a; ; clearly aieN % i . The highest coefficient a, appearing

k
comes from all the tables Ti which have the maximum number, say k , of m's not
preceded by any m1 . In this case all the m's are replaced by m-1's . Next we

make the substitution m,_ym + W (m~2), etc... Once we have exausted these steps
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m will appear only on the mth column. Next we act on m—-1 etc... The final result
is in fact A (T]U) , ¢t # O . As a corollary we see that, in characteristic O ,
TM is irreducible, because Gl (m,K)~modules are semi-simple (this can be done
quite simply in this context by introducing an Hermitian form explicitely). Since
also all the analogous modules M= i(T'l ) 3 T' varying} are irreducible for

Gl(n,K), we see that all TM are isomorphic as Gl (m,K)-modules, similarly all the
MT , finally Pt. ¢ is isomorphic to TM ﬁK MT .

..

1 ko

§3 ~ The Flag variety

Recall that, given a flag in n~dimensional space V :

vevov_,>..2v ={o}

we associate to this flag the Plucker coordinates obtained by picking a basis

Vy Vg eee Vo of V such that Ve Vg is a basis of Vi and associating to
the flag the Plicher coordinates of v, Ao A vy for each 1
We may as well associate all the coordinates for i =1 ,..., n-1 , since the

last coordinate is inessential.

If we display the coordinates of the vectors Vi oseees Vo in a matrix :
Vit Xp ' Xin
Vo< an an e Xnn

we see that a typical Plucker coordinate for the flag is a minor
C I R O | jl j2 e ji). We deduce immediately from the various theorems proved
in the previous paragraph that the ring generated by these Plicker coordinates has

a standard basis of type : (U | T) , U a canonical table with each row of length at

most n—1 , T any standard table,.

We have thus the theorem that the coordinate ring of the flag variety decom~
poses into the sum of the modules UM for all canonical tables U (given just by
assigning the shape). This in characteristic O is easily seen to be the main part

of the Borel-Weil theorem for the special linear group.

The point that we want to stress now 15 the fact that the coordinate rings of
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the Grassman and flag varieties are in fact rings of invariants.

Theorem 3.1 -

1) The ring generated by the Plicker coordinates (i

I lk) is the inva-

riant ring of the n column vectors 31 - En under the action of 81(n,X)

2) The coordinate ring generated by the Pliucker coordinates of the flag mani-
fold (k ... 21 | i, ..

coordinate ring A of S1(n,K) under the action of the group of strictly lower

ik), k=1,..., n-1 , is the invariant ring of the

triangular matrices.

Proof
1) We invert the element d = [3! 32 AN gk] ; then if f(xij) is inva=

riant it does not change 1f we act with a linear transformation which turns the

first k vectors }1 3, ...3 into @ 0...0) (01 ...0) ... (00 ...00D.

But now with these vectors write the other vectors

DL ST T A S 1% R

d ]

Then coordinates are expressed in terms of such Plicker coordinates. It follows
that, after localizing at d , the invariant ring is in fact generated by the
Plicker coordinates. But now one has just to show that, if g = df is a polynomial

in Plucker coordimates (i then so is f . This is achieved by the stan—

p e ik)
dard basis mnoticing that by an argument absolutely analogous to the one used in 1.2,
if a polynomial g 1in the Plicker coordinates (i1 . ik) vanishes when the first

k vectors § v } are dependent, then each standard monomial appearing in g

1 k
has (1 2 ... k) on the first row.
2) It is clear that the minors (k... 2 1 | il e ik) are invariant under

(left action) of the strictly lower triangular group. Conversely let g be such an
invariant and we write it as a sum of double standard tableaux : g = E: ¥i (Til T;).
We must show that Ti is of the canonical shape with 1 on the first column, 2 on
the second etc... We make, as in 2.4, the sequence of substitution n gy n +d (n-1)
ipsyi (for i<n) ; np_3n +N(n~2) etc... Since g is invariant each substi-
tution gives a polynomial constant in N . This implies that every m appearing in
each standard monomial of g is preceded by an n-1 , an n-2 , etc... Continuing

in this fashion we see finally that each T, is a canonical table.
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We could treat similarly the other quotients by parabolic subgroups but we

leave it,

§4 ~ Mixed invariants and determinantal varieties

We consider now n vector variables : Xi = (X11 ey X]k) »

e Xn = (an yeens Xnk} and n form variables : 31 = { §11 ses e glk)
. Zn = (}nl yeens znk) . We act with the general linear group Gl(n,K) on the
vectors by the canonical action and on the forms by the contragredient action.

k
The "scalar product" : < 3j , Xi> = z: th Xit are clearly invariants.
=1

Theorem 4.1

a) The ring K £<-§j s Xi>] is the full ring of invariants ;

b) It is isomorphic to the ring of polynomials K ﬁin] modulo the ideal

generated by the (k+1)X (k+1) determinants ;

¢) It has thus a basis of double standard monomials.

Proof - We sketch the proof, for details see {13. We first remark that by obvious
properties of determinants every (k+1) X (k+1) determinant in the < gj R Xi> is
zero. Thus the ring K f<§j R Xi>3 is certainly spanned by the double tableaux with
first row of length & k . Now the general linear group Gl(n,K) acts on

1
K [<§j s Xi>J in two ways , i.e. on the }j s and on Xi s . Thus
K(Y..]
<q, . .. . .
K E ¥J ? Xli]& '—E—i“ , where 1 1is invariant under both actions.

By Theorem 2.4 we see that if I were different from the ideal spanned by the
double tableaux with first row of lengthak+! then I would contain a canonical
table with first row of length €k . This is clearly absurd. So the second part of
the Theorem is proved. To prove the first part one procedes as in 3.1 ; first one
localizes at the element d = (k ... 2 1} 12 ... k) and shows that the invariant
ring after this localisation is generated by such scalar products. Then one has to

prove that d can be cancelled in a similar way as the one used in 3.1.

In a similar way one can prove that the S1{(n,K) invariants are generated by
the £ ;} R X1> and the determinants {Xli PN X1k N £§31 §3k3 and produce a

standard basis Theorem for such invariants.
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The other classical groups can be similarly treated once one finds standard
basis for some other representations of the general linear group GL(V), in parti-

cular for the second symmetric and alternating power of the vector space V

In coordinates one considers first a symmetric matrix X = (Xij) R Xij = in
i,j =1,..., n and the coordinate ring R =K ExijJ (as a representation of

Gl(n,K)).

Then the ring R has a basis formed by special kinds of standard tableaux.
Let in fact (i1 cen ik[ j1 cen jk) denote the corresponding minor in the matrix X.
A product of such minors (1l . 1kll iy Jkl) (sl e skzl SRR tkz) -

v (zI ceezig lw, ool w ordered by decreasing size will be disployed in a

)
) r 1 ky
unique table :

i‘ e ikl
3 . jk]
% *k,
tl e tkz

We have thus a notion of standard monomial and we get :

Theorem 4.2 - The standard monecmials are a K-basis of the ring K [Xij] .

(For the proof we refer to [I13).

Notice that again the canonical filtration induced by lexicographical order
of shapes is made of Gl {n,K)-invariant submodules and also a Theorem like 2.4
holds giving in characteristic O the decomposition of R into irreducible sub-

modules.
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The relation with invariant theory comes from the study of orthogonal inva-
riants. Let Uy seee, U be vectors {with %k coordinates) and consider the usual
u, . u,
£ i i
group and the scalar products are invariant.

scalar product (ui,uj) = . Then we have a corresponding orthogonal

Theorem 4.3

a) The ring K[(ui,uj)l is the full ring of orthogonal invariants for n

vectors ;

b) K E(ui,uj)J is isomorphic to the polynomial ring K EXijJ (Xij = in)

s

modulo the ideal generated by the (k+1) X(k+1) minors ;

¢) K E(ui,uj)] has a basis of standard monomials.

See [1].

As for the symplectic group we consider a skew symmetric matrix X = (Xij) R

X., ==X,. , X,. =0 , Given an even number of indices 1,6 1, ... i we denote
ij i ii 172 2n

[i] iz ces iZnJ the Pfaffian of the special skew symmetric matrix extracted from X
taking as rows and columns the ones of indices i1 i2 e izn . Then we can deduce

a theory of standard monomials : a product

Ci, i) vee iy TC3, 30 eer §ond wen s, 8, ouu s, 2
172 2n] 1 -2 2n2 1 72 an

is displayed in a unique Young table :

o

Again we have the notion of standard monomials, the canonical filtration invariant

under the action of Gl(n,K) and the theorem :

Theorem 4.4 — The standard monomials are a basis of K injJ .
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Finally one identifies again the invariants, under the symplectic group, of n

!
the scalar products just defined and proves

VECLOLS U, 4.4, u in 2k dimensional space with a skew form < ui,uj> with

Theorem 4.6 —

a) The ring of symplectic invariants of n vectors Uy seeny U is genera-

ted by the products < ui,uj >3

J
= 0) modulo the ideal generated by the Pfaffiams of the subma-

b) K ['<ui,uj>3 is isomorphic to the polynomial ring X [Xi.l

(X.. = - X.. ..
13 i ii
trices of size 2k+2 .

s

¢) The ring K [<ui,uj>] has a basis of standard monomials.

0f course also in this case we have in characteristique O the description

in terms of irreducible representations of Gl(n,K)

§5 — The symmetric group and the Brauer-Weyl algebra

The theory developed can be used to deduce the commutation theorems, classi-
cal in characteristic zero, for the classical groups acting on tensor spaces, in a

characteristic free approach and a theory of standard tableaux for the symmetric

group.
The main point is that, if G is a group acting on a vector space W , then
*
End(W) & W& W 2 WEW) and
%G
End (W) &= (W & WA ~ wom v R
B £ *¢
the invariant elements. Furthermore if W =V then (W& W) is identified

to the multilinear invariants under G of m vectors and m forms.

The theorems proved in the previous paragraph can then be interpreted in the
following way. First of all consider the polynomial ring K iYij] in m2 variables
Yij i,j=1,..., m . Let now M be the subspace of K [Yijj spanned by the mono-—
mials of type Yil jl Yiz j2 e Yim jm where both iy wee i and Jypoeeed
are a permutation of I,...,m . It is immediately seen that M 1is spanned by the

m

double standard monomials of type (TI T') where T and T' are Young tables with
m rows filled in a standard way by all the indices 1,2,...,m . We identify M

with the group algebra of the symmetric group /gm by associating to a permutation
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O the monomial Y 4

To() Y202 """ Tmo(m)
on the right or left corresponds to permuting the indices either on T' or on T

; multiplication by a permutation

(by o or a-—l). The canonical filtration gives a filtration of ideals in K [«gm]
and in characteristic 0O omne has that each ideal in the filtration has a comple-
ment in the next filtration step which is a minimal ideal (corresponding to the
representation given by the Young tableau). One recovers thus Young's Theorem on

the basis for the representation of /Km in terms of standard Young tableaux.
We then map M to the multilinear invariants of m vectors and forms :
. < 3. .
Y5 — ‘§J > X, >

and obtain :

Theorem 5.1

a) The symmetric group /fm spans the centralizer of G1(V) on Vﬁm H

b) The kernel of the map : K [.ij —p End(V&m) is the ideal 1 generated

by the (undivided) antisymmetrizer on n+l elements (dim V = n) ;

¢) K [/Sm]/x has a standard basis.

As for the other classical groups one has similar results. Given V&m and

Bm Bm-2

two indices 1i,j we can define a map : V > V by contraction on the

given indices but we have also a map : V&mbzm.._b Vﬁm given tensoring (in the two

given indices) by the invariant element Iagvﬁz corresponding to the form. The
result is a map ‘tij : me____> v | 1f ¢ is the group of the form I we have :

Theorem 5.2 — EndG(Vﬁm) is generated but the elements ‘Uij and the symmetric

group.

One can give a (somewhat obscure) description of this ring (the Brauer-Weyl

algebra) by standard bases.
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INTEGRAL REPRESENTATIONS OF FINITE GROUPS

Irving REINER

Introduction

Let G be a finite group, and ZG its integral group ring. By a
ZG-lattice we mean a left ZG-module which is finitely generated and projective as
Z-module. A basic problem in the theory of integral representations is as follows :
given a group G , classify (up to isomorphism) all ZG-lattices. It is easily seen
that every lattice is expressible as a finite direct sum of indecomposable lattices,
though usually not in a unique way, since the Krull-Schmidt Theorem need not hold

true for ZG-lattices. The basic problem may be split into three parts :

I) For which groups G 1is the number n(ZG) of isomophism classes of

indecomposable ZG~lattices finite ?

II) When n(ZG) is finite, determine a full set of indecomposable

ZG-lattices.

III) When are two direct sums of indecomposable lattices isomorphic ?

The solution to (I) has been known for many years (see the discussion in

[2, Chapter XI]), and is as follows

Theorem - There are finitely many isomorphism classes of indecomposable ZG-lattices

if and only if for each rational prime p dividing |G|, the Sylow p-subgroups

of G are cyclic of order p or pz

Jacobinski (6] has generalized this result to the case of RG-lattices,

where R is the ring of algebraic integers in a number field.
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Problem (II) is much harder, and its solution usually requires knowledge of
ideal class groups in algebraic number fields, as well as congruence properties of
units in such fields. The problem has been solved only for the following few

cases :
i) ¢ cyclic of prime order p (see{2 , Chapter XIJ, or [3],[12])
ii) G dihedral of order 2p , where p is prime [9]
iii} G metacyclic of order pq , where p,q are prime [I11]

b
iv) 6 cyclic of order p° , where p is prime (see [141-[16]).

To complete the list, we mention the work of Nazarova({l10l, who solved
problem (II) for the case where G 1is an elementary abelian (2,2) group, even
though n(ZG) is infinite for this case. She also treated the case where G 1is
the alternating group A4 .

We turn finally to the most difficult problem (III), which is almost untou-
ched. For cyclic groups of prime order, the solution has been known for many years
(see (3.2) below) ; the problem has alsc been solved for case ii) above.

In this article, we shall describe the solution of (II) and (III) for cyeclic

groups of order p2 ; detailed calculations may be found in [16].

Let us recall the definition of genus : two ZG~lattices M, N are in the
same genus (notation : M V N) if their p-adic completions Mp and Np are
ZPG—isomorphic for each prime p dividing IG|. In trying to classify ZG-lattices
up to isomorphism, one usually begins by giving a full set of genus invariants.

One must then find additional invariants which distinguish the isomorphism classes
within a fixed genus. Often, these additional invariants are ideal classes of some
kind. In the cases comsidered below, we shall find an invariant lying in some factor
group of the group of units in some finite ring. Furthermore, a Legendre symbol

will also appear as a possible invariant of a ZG-lattice.

§1 - Extensions of lattices

Throughout, let R denote a Dedekind ring whose quotient field K is an
algebraic number field ; let A be an R-order inm a finite dimensional semisimple
K-algebra A . For each maximal ideal P of R , let RP denote the P-adic comple-
tion of R, and A_ the completion of A , etc... We may choose a finite non-—

P
empty set S{(A) of P's , such that AP is a maximal RP~order in AP for each
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P 6 S(A). (For example, when A is an integral group ring RG , it suffices to
choose for S{A)} any set which includes all prime ideal divisors of 1Gi). For M
a A-lattice, let EndA(M) denote its ring of A -endomorphisms, and AutA(M) the
group of A -automorphisms of M , acting from the left on M . We use M(n) to

denote the external direct sum of n copies of M .
Let us begin with a simple lemma (see [1} or [5]) :

(1.1) Lemma — For 1 = 1,2 , let Mi and Ni be A -modules, and let

1 .
;i € Ext (Ni’Mi) determine a A -module Xi . Assume that HomA(Ml’NZ) =0 .
Then X1 ¥ X2 if and only if :

‘6!] = 225 for some A-isomorphisms ¥ : M1 = M2 y 3: Nl?-'N2 .

(1.2) Corocllary - Let M,N be A -modules such that HomA(M,N) =0 ., For i=1,2,

let Zi € Ext,]‘(N,M) determine a A -module Xi . Then X1 ] X2 if and only if :

(1.3) Y §1 = }2 § for some ¥ €& AutA(M) . JeAutA(N)

Let us call § and §2 strongly equivalent when condition (1.3) is satis—

1
fied, and write }1 -] zz . The isomorphism classes of extensions of N by M are

thus in bijection with the strong equivalence classes in ExtA(N,M) , that 1is, with

the orbits of Ext,l\(N,M) under the actions of AutA(M) and Aut:A(N)

For each maximal ideal P of R , we have

1 1
RPE.R EXtA(N,M) 2 EXt’\p

M)
The right hand expression is zero for each P € S(A), since for such P we know

that AP. is a maximal order, and thus the AP—lattice N_ is J\P—projective. This

P
1 . . .
shows that EXtA(N,M) is a torsion R-module, whose torsion occurs only at the

primes P in S{(A). It follows at once that if M'V M and N' V N, then

1 o 1 1 T
ExtA(N,M) = ExtA(N M)

Indeed, we may give such an isomorphism explicitly, as follows : by Roiter's

Lemma (see [13, (27.1)]), we can find A —exact sequences

¢
00— M Ty 3T 30 , 00— N ¥,N_,U0__,0
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\
in which both TPand UP are zero for each P&S(A). The pair (¢, ¥ ) then

induces an isomorphism

(1.4 ¢ Ext:\ (M) ¥ Exep (VM)

which we shall call a standard isomorphism

We wish to show that under certain mild hypotheses, the strong equivalence
classes in Ext,]\(N,M) depend only on the genera of Mand N . A A -lattice M is
called an Eichler lattice if EndA(K ER M) satisfies the Eichler condition over R
(see [13, (38.1)]). When R 1is the ring of all algebraic integers in K , M 1is an
Eichler lattice if and only if no simple component of EndA(K 8, M) is a totally
definite quaternion algebra. Certainly M 1is an Eichler lattice whenever EndA(M)

is a matrix ring over a commutative ring.

The following result is established in [16]:

(1.5) Theorem — Let M and N be Eichler A-lattices such that HomA(M,N) =0,

and let M'V M, N'V N, Let t be a standard isomorphism as in (1.4) and let
1
;1 , 32 € ExtA (N,M) . Then

£ ™ Y, if and only if t(3) mr(y)

Thus there is a bijection between the strong equivalence classes in Ext}\ (N, M)

and those in Ext,]\ (N',M").

This result shows that, under suitable hypotheses, there are as many isomor-
phism classes of extensions of N by M as are of N' by M' . We conjecture that
this same result holds even when HomA(M,N) # 0 , and whether or mot M ana N are

Eichler lattices.

As an easy consequence of the above theorem, we obtain :

(1.6) Corollary — Let M and N be Eichler lattices for which HomA(M,N) =0 , and

) ) 1
let M, v M, N vN,i=1,2,...,r.Foreach i, let §i € Ext, (N, M)

determine an extension Xi of Ni by Mi . Let

. 1 o !
t; ¢ Exty (N,M) ¥ Exe, (V1)

be a standard isomorphism as in (l.4), for I1eisr . Then a full set of isomorphism

invariants of the A -~lattice X1 & ... 8 Xr are as follows :
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i) The isomorphism classes of & Mi and @ Ni , and

ii) The strong equivalence class of the matrix

diag(tl(zl) yecey tr(}r))

(r)’M(r))’ under the actions of GL(r,A) and GL(r, "), where

in Ext, (N

P End,(0) , A = End, (W)

§2 - Exchange formulas

Keep the notation of §1 ; by an R-lattice we mean a finitely generated
projective R-module. Steinitz's Theorem (see [2 , Chapter II1)) gives the structure

of R-lattices :

Theorem ~ Each R-lattice M is isomorphiec to an external direct sum Gy o4 &,

of fractional R-ideals {G.iZ in K . A full set of isomorphism invariants of M are

its R-rank n , and the ideal class of the product G"l ...G,_n . (This ideal class

is called the Steinitz class of M).

A special case of this theorem gives

&+ 6, 2R+ G &,

This formula is easily generalized to the case of A -lattices, where A is an

R-crder, and we obtain (see [13) or Li7]) :

(2.1) Proposition - Let L,M,N be A-lattices in the same genus. Then

MO N~2L@®L'

for some L' in the genys of L

Now let M and N be arbitrary A-lattices ; the ring EndA(M} acts from
the left on Ext,l\(N,M). If X 1is an extension of N by M corresponding to the ex—
tension class ZeExt(N,M), and if XéEndA(M), then we shall denote by KX the
A-lattice which corresponds to the element ¥¥ &Ext(N,M). If ¥ satisfies the

condition

(2.2) “PG. Aut"\P (MP) for all P € S(AN) ,

149



_6...
then it is easily seen that ‘X is in the same genus as X . The method of proof

of (2.1) then yields (see [16])

(2.3) Exchange Formula - Let X and Y be A -~lattices which are extensions of

Nby M, and let ¥ € EndA(M) satisfy condition (2.2). Then

~
X98Y= ‘X(BY

Similarly, we obtain :

(2.4) Absorption Formula - Under the above hypotheses, we have

XM ¥ BXQM

The preceding results show at once that the Krull-Schmidt Theorem need not
hold true for A -lattices, and that usually "cancellation” is not possible. The
proofs of (2.1)-(2.4) are elementary, and depend only on the "Strong Approximation
Theorem" in algebraic number fields. There is a much deeper version of (2.1), due
originally to Roiter (18], and proved in a different manner by Jacobinski {71

(see also £171). Roiter's result is as follows

(2.5) Theorem — Let L and M be A -lattices in the same genus, and let F be any
faithful® A-lattice. Then

LeF M@ F'

e

for some F' in the genus of F .

§3 - Cyclic p-groups

Let p be prime, and let

i
A=z tx/ =P -, Ry =20/ (G060,

where Qj(x) is the cyclotomic polynomial of order pJ

GH is a primitive pJ~th root of 1 over @ , so Rj is the ring of all algebraic

. Then Rj =/ [033, where

integers in the field Kj = Q(wj). Thus Rj is a Dedekind ring, and Steinitz's

This means that no non zero element of A c¢an annihilate F
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Theorem gives the structure of Rj—lattices.

If 6 1is a cyclic group of order p2 , we may identify ZG with the ring
AZ . For j =0,1,2, Rj is a factor ring of Az , and so each Rj—module may be
viewed also as a A2~modu1e. Now let M be any Az—lattice, and set
L=£meM:(xp—1)m=03.

Then there is a A2~exact sequence

(3.1) 0 3L 3y M_35 K _.)0 N

where N = M/L ., Here, L 1is a A]—lattice, and N an Rlﬁlattice. Thus, in order
to classify all ZG-lattices M , we must classify all A1~1attices L, an? all

Rz—lattices N , and then determine all strong equivalence classes in EthG(N,L).
{Note that HomZG(L,N) = ¢ 1in the present case, so Corollary (1.2) applies here}.

By Steinitz's Theorem, the Rz-lactice N is a direct sum of fractional
Rz-ideals. The isomorphism invariants of N are its Rz—rank and its Steinitz
class. On the other hand, the structure of the Al—lattice L 1is known from the
results of Diederichsen and Reiner (see {2, Chapter XIJ]), and can be described in
the following manner : both Z and Rl are factor rings of Ai , so they may be
viewed as Al—lattices. For each fractional Ri—ideal 4§ , viewed as Al-lattice,
we have

Extl (2,8) v7

M

where Z = Z/pZ . Let (2,¥; 1) denote the extension of Z by & corresponding

to the extension class 1€ 2 , and let us denote (z, £ ; 1) by E() for
brevity. It turns out that E@) is always in the same genus as Al , and that the
isomorphism class of E& ) depends only on the ideal class of <4 . Then one has

(3.2) Theorem - Every A]-lattice L is isomorphic to an external direct sum

2
Lez® 3 _@,»1 .. %-@b FEG D L FEE)

where the 15/5 are fractional Rl-ideals. A full set of isomorphism invariants of L

are the integers a,b,c (which determine the genus of L), and the ideal class of

the product

’

AU M S ]

1

(called the Steinitz class of LJ.
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Thus in the exact sequence (3.1), we know the ZG-lattices L and N quite
explicitly. Our next step is to compute the extension classes, and here we have

a result due originally to Diederichsen (see [3] or [5]1)

(3.3) Proposition — Let L be any Al-—lattice, and let 2 be any fractional

Rz—ideal. View both L and ¥ as ZG-lattices. Then

1 ~
EXtZG (T, L) ¢L/pL .

The above result enables us to calculate Ext;G(N,L) , where N 1is any
Rz—lattice and L any Al—lattice. We wish to determine the strong equivalence
classes in Ext(N,L) , and by (1.5) it suffices to make the calculation after repla-

cing N by any lattice in its genus, and likewise for L . Thus we may take :

(3.4) N = Réd) , 1=2®3 R 5 AlO
, Z = 7Z/pZ , etc...

Let bars denote reduction mod p , so 7\1 = Al/p ’\1

Then Kl = -Z'Os}j’ ()p), where W= I-x , and so 7‘} is a local principal ideal

ring. Let us now consider the special case where a =b =0 ip (3.4). By (3.3)

we have :

Ext,. (N,L) ¥ @@ 2 RSx4

(;xd denotes the set of all ¢ X d matrices over A Clearly :

where 7\ 1

AutZG (N) = GL(d, RZ) , AutZG (L) = GL(c, l\l)

There are ring surjections s\] — Rl and Ry —> 7\] , by means of which both

GL(d, RZ) and GL(c, Al) act on 7\?’“1 . The strong equivalence classes in Ext(N,L)
are just the orbits of R?xd under the actions of GL(d, RZ) and GL(c, Al).

is the image of some matrix

1
in GL( Al)’ and also of some matrix in GL(RE}. Hence each X €& 7\;’ *d is strongly

In particular, every elementary matrix over A

equivalent to U X V , where U and V are products of elementary matrices over 7\‘.
Since 7\'1 is a local principal ideal ring, we may diagonalize X by use of ele-
mentary transformations., We obtain (for c<d) the result that X 1is strongly

equivalent to a matrix {D 031, where D is a diagonal matrix :

k

K
(3.5) D = diag(® | u v WS u) , Oek ek, &L Sk

2 cSP s

n

1
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with each u, 2 unit of Kl . An analogous result holds for the case where cpd
It follows at once that every extension of a free Rz—lattice by a free I\]—lattice
must decompose into a direct sum of copies of R A. , and extensions of

2’ 1
RZ by )\1 . In order to decide when two such direct sums are isomorphic, we must
determine a full set of invariants of strong equivalence classes of matrices
over Xl .
Some additional notation will be needed ; for Osk&p , let :
k

(3.6) Fo= A/

K 2Zon/ (A9

Then rk is a local principal ideal ring, whose group of units we shall denote by
u(rk). There are ring surjections I\1 —> l"k and R2 — rk , which induce
homomorphisms

w(A ) — 5 ul rk) > uR,y) — u(rk) .

We now define :
(3.7) U = u( ) / Limage of u( A} Limage of a(®)3 .

(As a matter of fact, u( Al) and u(R2) have the same image in u(r‘k), by the

results of Kervaire and Murchy [81).

Suppeose now that the matrix XEAS xd is strongly equivalent to [D 0] ,
with D as in (3.5). Then i‘?i ! yeess D CZ is precisely the set of elementary
divisors of the matrix X , in the usual sense of elementary divisors of matrices
over principal ideal rings. These elementary divisors of X are clearly an inva-
riant of the strong equivalence class of X . In the special case where ¢ =4d ,

let X D with D as in (3.3), and define :

u(X) = image of up 8, ...ou, in Up-k

It turns out that u(X) 1is also a strong equivalence invariant of X , and indeed

we obtain (see [161)

(3.8) Theorem - Let X, X'G-i\tl:xd , where ¢ #d . Then X &X' if and only if

X and X' have the same elementary divisors.
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ZCRC

(3.9) Theorem - Let X, X'€ hl . Then X ®% X' if and only if

i) X and X' have the same elementary divisors, and

i) u(X) = u(X") in UP_k , where kC is the largest exponent occuring
¢

among the elementary divisors {hk}.gi X .

These theorems give us information about ZG-lattices M which are extensions
of free R2—1attices by free A]~1attices, and also enable us to determine all
ZG-lattices in the genus of M . Each such lattice M determince a strong equiva-

e %xd

lence class of matrices in '\1 s, by means of the isomorphism

1 (d} (c) 2 RC Xd
Extye Ry " A7) 1

For each Rl—ideal £ in K]
which lies in the genus of /\l . For each Rz—ideal L in K2 , by (3.3) we have :

, we have defined (see (3.2)) a A]~1attice E@S )

Bxt,. (€, E(&)) ¥ E@)/pE@) ¥ R .
Each element of RI is expressible in the form hk u , where 0%ks<sp and where
ué€u( RI) ; by virtue of the above isomorphism, this element %k u determines
(up to isomorphism) an extension of & by E( ). We shall denote this extension
by (E(§) < 2w ; the genus of this lattice depends only upon the exponent k,
and not upon the choices of ¥ ,z or u . We are now ready to restate Theorems 3.8

and 3.9 in terms of ZG-lattices, as follows

(3.10) Theorem - Let N be any R -lattice, and L any A}—lattice in the same genus

2

ag a free A]—lattice. Then every ZG-lattice M which is an extension of N by L,

as in (3.1), is isomorphic to a direct sum of indecomposable ZG-lattices

r ki r+s T+t
~n .
o2 L B LT s ey e L] G e || <

i=1 j=r+l n=r+
where each < i is a fractional R]—ideal in the cyclotomic field Kl , each {:j
is a fractiomal R2~ideal in K2 , and where

0 s ki <P 5 U € u( Rl) R l€isr
The genus of M is completely determined by the following invariants
i) The integers r+s and r+t , and the set of exponents {kl yaeas krz .

154



-y =

The additional invariants, needed to determine M up to isomorphism, are as

follows :

ii) The ideal class of 1_T 1¢i .

r+t
iii) The ideal class of ] {:j , and
i=1

r
iv) For the case where s = t = 0 only, the image of || Uy in the finite
i=]
ik,

group Up— defined as in (3.7), where k 1is chosen as Max . krl .

k

Remarks
1) The Exchange and Absorption Formulas of §2 yield isomorphisms of the
following types

®) ;5 Ww e B) ¢ (A T WY e EEL)

12

k ¥

EE) £ 2w 8 2 @) LR ¥ 8T,

k n

E@ £ 2w e @) . ; W)

2 AL Ry A 8 BEE) LT Wuu)

and so on. It is then an easy matter to show that M 1is determined up to isomor-
phism by the invariants listed in (i) - (iv) above. The real difficulty in the proof

of Theorem 3.10 is showing that when :

k.
i
-l eEe) T vy

then the image of Trui in Up—k (as described in (iv)) is indeed an isomorphism

invariant of M . This fact is a consequence of Theorem 3.9 above.

2) The structure of the finite groups Uk , 0€k €p , has been studied by
Galovich [4] and Kervaire and Murthy (8]. The case p=2 is trivial, so now let p

be odd. Call the prime p regular if p * hl , where hl is the ideal class

number of Rl . Then Uk is an elementary abelian p-group on L[(k-2}/23 generators,

where this greatest integer function is interpreted as O whenever k<2 . On the
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other hand, p 1is called properly irregular if p | h1 but p does not divide

the class number of 2 Euﬁ + ﬁgll . Let §(m) be the mumber of Bernoulli numbers
among BI’BZ ey Bm whose numerators are multiples of p . (We note that p is
regular if and only if 5((p—3)/2) = 0). Then for properly irregular primes p ,

the group U

" is an elementary abelian p-group on g(k) generators, where :

L(k-2)/2) + §C(k-1)/21 , O &ksgp-2 ,

g(k) =
(p=3)/2 + S((p-3)/2) , k=p-l,p .

§4 - Indecomposable lattices

Keeping the notation of §3 , let M be any ZG-lattice. We have seen that M

is always expressible as an extension of an R,~lattice N by a A]—lattice L .

2

Since we can classify all R, -lattices and all A1~lattices, the problem then reduces

2
to the determination of strong equivalence classes in Ext;G(N,L). This procedure
enables us to find all indecomposable ZG-lattices, and we shall indicate the results

below.

From {51 we know that M 1is indecomposable if and only if the ZpG-lattice Mp
is indecomposable ; here, Z  denotes the ring of p-adic integers. One finds
(see (l4land (163) that every indecomposable ZG~lattice is in the same genus as one

(and only one) of the following &4p+1 indecomposable ZG-lattices

ZoR s A LRy, (LR 5D,

(’\1 ’Rz;\“r) , 0€£1r<p-t,

4. 1) (zZo A , R, ; 1ed) , 1e€rsop-2,
(Rl » Rz ;}r) s Osr ‘P"z s
(zeﬂl,Rz;lef) , 0% €p-2

Here, (Z , R2 ;3 1) represents an extension of R, by Z with class Te? , using

2

the isomorphism Ext(Rz, 7Z) 2 7 . Likewise, (Z @ A], R, 18 W) denotes an

s
extension of R2 by Z 8 Al with class (1, %r) €7 6 Rl , using the isomorphism :

>

Ext(R, , 28 A)) 7@

#e

Similar definitions apply to the other cases in (4.1).
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We may then determine all indecomposable ZG-lattices by calculating all lat-
tices in the genus of each of the lattices listed in (4.1). This calculation depends
on determining strong equivalence classes of matrices (set [161 for details), and
we shall need some additional notation in order to state the results.

Uk e n
morphic image of U(RI)’ where R

of RI

Let be the group defined in (3.7) ; if O$k&p-1, then U_ 1is a homo-—

k

1 < R]/p R1 and u(il) denotes the group of units

~ — ~F
. We may therefore choose a subset U, of u(Rl) such that 1

k " is a full set

of representatives of the factor group Uk

. It is easily seen that each

»
u € Uk

may be chosen to satisfy the condition that

R 2 w1/ (nPTh, w= - @

. Likewise, U

u=1 (mod W), where

is a factor group of u( Kl)’ and

21 (mod b )

we may pick a full set of representatives ﬁp in u( Rl), such that u
for each u € gp . Finally, let n be some fixed quadratic nonresidue mod p .

h
1

. The following is

(4.2) Theorem - Let <3 range over a full set of representatives of the

ideal classes of R

ideal classes of RI’ and ¥ over the h 2

2
a full list of indecomposable 2G-lattices (up to isomorphism)

i) z,6,E86) ., ,@,Z;D
i) EE) L 3 2w ,uel _, 0srspl
iii) (ZOEEG) ,T ;160 w ,u eﬁp_l_r , lsrsp-2
iv) If p=1 (mod 4), Z@E),L ;182 un), uegp_l_r , ler<sp-2
v & ,T ;W ,u eﬁp—l—r , 0O&r€p-2
vi) (zet ., T ;1en w, ueﬁp_}_r , Osrsp-2 .
Remarks
1) In each case, the genus is independent of the ideals Xf,z: , and the
unit u .
2) From the above theorem, we may obtain an explicit formula for the number
n{ZG) of isomorphism classes of indecomposable ZG-lattices. This formula involves
the orders of the finite groups Uk (see the second remark following (3.10)), and

is as follows
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(4.3) n(26) = 1+ 2h +2hy +h h, (3N + lUpl v e W - lup_]l)z ,
where
p-2
No=3 v ] R
i = p-i-r
and where 5p =2 1if p =1 (mod 4), and ép = 1 otherwise. Furthermore,
lo | = p[(k_z)/Z] 0gksp-l ,

if p 1is a regular odd prime or if p=2 , where the greatest integer function is

interpreted as 0 if k-2<0 . Also one has |Upl= lUp_ | if p 1is either regular

1
or properly irregular.

3) The preceding formulas give

n{ZGy = 9, 13, 40 for p=2,3, 5, respectively .

§5 - Invariants of direct sums

In §4 we have listed all indecomposable genera in (4.1), and then described
in Theorem (4.2) all indecomposable ZG-lattices in each genus. We now wish to give
a complete solution to the basic Problem (III} : when are two direct sums of inde-

composable ZG-lattices isomorphic ?

We have already observed, in the first remark following (3.10), that direct
sums of indecomposables can be simplified by repeated use of the Exchange and

Absorption Formulas of §2 . For example, we obtain isomorphisms such as :

(zoC ;L ;16N w e-(,";'(zeaR] s 1en) 8le

~
for u € Up—l—r , and also :
(z 8 ECE) ,(;lehruno) BzY (ZREG) ,¥;1exN u 82 ,
for u & ﬁ;~1—r , and so on. It is an easy matter to list about a dozen such formu-

las, which can be used to simplify a direct sum. Thus, for example, all of the
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fractional ideals "¢ can be concentrated into a single summand ; the same holds
for the fractional ideals g . Likewise, all of the troublesome units u can be
concentrated into a single summand, and indeed can be eliminated altogether if
certain types of summends occur. After all such simplifications have been made,
one is still faced with the problem of proving that certain expressions are indeed
invariants of the isomorphism class of the direct sum. This involves proving ana-
logues of Theorems (3.8) and (3.9) in somewhat more complicated situations. The
detailed calculations may be found in L16], and here we shall merely state the

conclusion.

Let M be a finite direct sum of indecomposable 2G-lattices from the list
in Theorem 4.2 . As is well known, the Krull-Schmidt~Azumaya Theorem is valid for
ZpG—lattices. Therefore the number of summands of M in the genus of each of the
4p+1 types in (4.1) must be an invariant of M . This gives us a set of 4p+l
nonnegative integers, which are just the genus invariants of M . Next, the
Rl—ideal class of the product of all R]-ideals <+ , which occur in the summands
of M, must be an isomorphism invariant of M . Analogously, the Rz—ideal class

of the product of all R -ideals ¥ which occur is also an invariant.

2

1

's and u nl s

Let us next define uO(M) to be the product of all of the u
which occur in the summands of M , with a vacuous prodult interpreted as 1
Let r](M) be the largest exponent r which occurs in any summand of M of type
(4.2 ii), and let rz(M) be the largest exponent r among all summands of types
(4.2 1ii - vi). Choose r](M) =p if M has no summand of type (4.2 ii), and
choose rZ(M) = p-1 1if there are no summands of types (4.2 iii - vi). Then we

have :

MAIN THEOREM - Every ZG-lattice M is expressible as a finite direct sum of inde-

composable ZG-lattices, which we may assume are chosen from the complete list given

in (4.2). For any such direct sum M , a full set of isomorphism invariants of M

consiste of :

a) The 4p+!] genus invariants of M , and

b} The R1 - and R2 - ideal classes associated with M , and

c¢) If M has no summand of types

€, B8 ., 2 3D,

the isomorphism invariant given by the image of uO(M) in Up-k , where
r. (M) if r. (M >, M,
k={1 = 5 2

I+ rz(M) otherwise,
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d) If p =1 (mod 4), and if M has no summand of types

Z,E@®), X3 1), E@)T ;AT w or ze€ ,x ;161 w,

the isomorphism invariant given by the quadratic character of the image of uo(M)

in u(@.

Remarks
1) This result implies, in particular, that if E& ) occurs as a summand
of M, then M 1is determined up to isomorphism by its 4p+! genus invariants

and its two ideal class invariants.

2) The theorem permits us to calculate explicitly the number of isomorphism

classes of ZG-lattices of given Z-rank.

3) Some parts of the proofs of (4.2), and of the Main Theorem above, can be
applied to more general problems involving integral representations of cyclic

p-groups.

4) For G cyclic of order p2 , the following question still remains to be
answered : given a ZG-lattice M , how can we calculate the isomorphism invariants
of M intrimsically, without first expressing M as a direct sum of indecomposa-
ble lattices ? For example, M might be specified by an exact sequence as in (3.1),
with the lattices L and N given explicitly, and with the extension class of the

sequence specified in some way.
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SPECTRE DU DE RHAM HODGE SUR L'ESPACE

PROJECTIF COMPLEXE

par Anne Levy-Bruhl-Laperriére

I. Spectre de Ay Sur_les formes.

Soit G un groupe de Lie semi-simple, H un sous~groupe compact,
V=G/H etp: 6 —> G/H 1la projection. Soit 3_ 1'algébre de Lie de G,
% celle de H. Par hypothése, on a :

g-%op

ol [%,‘Q} C*), I*‘)rp] C%— et on suppose .AP muni d'une métrigque euclidiemme inva-
riante sous l'action de Ad(H). Alors V sera muni de la structure riemannienne
homogéne héritée de celle de~P . 81 W est un fibré G~homogéne sur V, on note
AS(V,W) 1l'espace des formes différentielles de degré s sur V & valeurs dans W.
On sait d'aprés [6] que AS(V,W) est l'espace des sections du fibré vectoriel
A5 T{V):I®V W. On identifie J{o & 1'espace tangent en p{e) = eH a3 V ; comme
(ad h)~{o =~{9 pour tout h de H,v‘oest l'espace d'une représentation de H par
transformationsorthogonales. On notera )\: la représentation adjointe de H dans

* % *
y*s . . s
‘Pa et Al la représentation de H dans A “PG .

Si A est une représentation irréductible de H dans 1l'espace vectoriel F

et si F)\ est le fibré G-homogéne associ&, alors le fibré A® T(V)*® 1”)K est dé-

T v
fini par la représentation u = )C;S ® A de H dans FI = As{oz ® F.

. vl . @ .
Soit ‘€ (G’Fl) le sous-espace des fonctions E de G dans Fq qui sont
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H-gquivariantes, c'est~3-dire qui vérifient, pour tout h de H, pour tout g

de G : f(gh) = u(h—]) f(g). L'espace ‘ﬁ”(G,Fl) est isomorphe a 1l'espace vectoriel
. s * A . .
des sections tP de A T(V)G @V F . Soit T 1la représentation de G sur

ﬁu(G,Fl) définie par
T (g) = £ g

La représentation T est la représentation induite de u.

PROPOSITION I.1. Si £ appartient 2 g“(G,Fl), T(Y)f appartient 3 g“(G,Fl).

Preuve : cf [5] (page 214).

PROPOSITION I.2. Si U est somme directe des représentations irréductibles

Ul... ¥ dans les espaces vectoriels Fi... F?
H

bles de T = Indg(u) sont toutes les représentations o de G telles due 0

alors les composantes irréducti-

restreinte 4 H contienne 1l'une des Ui.

H q H

Preuve : Si M = Y 8,..® Uq, ona T= Indg(u) = & Indg(ui). Si p est une
i=1

composante irr&ductible de T, P est une composante irréductible de 1'une des

H
Indé(ui) donc £ restreinte & H contient ui d'aprés le théordme de récipro-
H
cité de Frobenius [8]. De plus la multiplicité de p dans Ind*(ui) est égale
G

4 la multiplicité de Ui dans P restreinte a H.

Soit Xl""’ Xn une base orthonormale dans *o (le produit scalaire de g

considéré est celui défini par 1'opposé de la forme de Killing %3). Notons AG
n

1'opérateur différentiel défini par AG ) £§ ol £X désigne la dérivée de
i=1 i i o

Lie par rapport au champ de vecteur défini par Xi' Si f est une fonction &

de G dans F1 on a

n d2
(g £) (8 = ] —7 [f(g exp t X1 _ .

i=1 dt
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PROPOSITION I.3. L'opérateur AG opére sur ﬂ“(G,Fl) c'est~ii~dire si £ appar-

e

. | . AT
tient a4 ¢ (G’Fl) alors AG f appartient & ¢ (G,Fl).
Preuve : voir [6] (page 2).

L'opérateur Ay est hypo-elliptique au sens de L. Hormander [3]. Le groupe G

étant compact, on a

2
=0 = -
L7(G) Ha avec Ha Ker(AG O Id)

s s
et Ha est un espace de dimension finie. De plus, comme ﬁu(G,F]) est contenu
s
dans LZ(G) et stable sous 1'action de éG on a :

H = H
6 (GF)) =© (Has N g (6,F))

-

ol le second membre est la somme directe orthogonale vis & vis du produit scalaire

usuel de LZ(G).

PROPOSITION I.4. : Si f appartient 3 Ha N @U(G,Fl) alors quel que soit vy ap-
s

partenant 2 G,T(y) £ appartient 3 Ha 2 ﬂP(G,F]).
s

Preuve : cf [5] (page 215).

Le sous-espace ﬁu(G,Fl) n Ha est donc stable sous l'action de T . Les compo-
8
santes irréductibles de T sont les composantes irrdductibles de T, restreinte

aux sous—espaces ﬁu(G,Fl) s} Hd . Ona:
s

e%&g)na e
O('S uS

en désignant par Hg le sous—espace de Ha al &U(G,Fl) sur lequel la restriction
s s
de T est égale & p, composante irréductible de 7. D'aprés la proposition I.2,
H :
p est une composante irréductible de Indé(ui), représentation de G sur fui(G,F}).
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PROPOSITION I.5. : Si f appartient 3 HP alors
s

Bg (e = -pBy) £(e)

oli p est 1'homomorphisme d'algdbres

‘M(@‘} —> D(G)

de 1'algdbre enveloppante de ? dans 1'algébre des opérateurs différentiels de G

qui provient de

¢

X —> (), o GO (@) = (5 (lexp X)) _ ] (@

> D{(G)

Preuve : voir [5] (page 216)

Soit Xl""’ X, X

n? Fpe1ttter X cees X une base orthonormale de g

n+r’ n+t

pour 1'opposé de la forme de Killing de f}, ol X],..., Xn est une base or-

%

thenormale de JP pour %g, Xn+],..., Xn+r est une base du centre de %a,
/
Xn+r+1""’ xn+t est une base du supplémentaire orthogonal~%a du centre de E&,

dans %r. Notons QG 1'élément de Casimir de € ; c'est 1'élément de 11@%) défini

par n+t
9 = 1 X -
i=}
Soit X' X! une bdse orthonormale de ' pour ~B, , opposé de

n+r+1’" 77?7 Tnet

s

la forme de Killing de u%;. Le Casimir de H' est 1'élément de 14(%*) défini par :

n+t 2
QHV = . Z X; .
J=n+r+]

Or dans 4%: les deux formes bilin8aires symétriques B , et Bg sont associa-

2

tives ; d'aprés [4] (page 118) elles sont proportionmelles. Il existe un réel non

n+q 2
nul ¢ tel que B , = ¢ B, ; donc Qh' =c Z X. .
3 j=n+s+l 3

PROPOSITION I.6. : Quelle que soit f appartenant 3 %5 on a

nts §

[l = eyl e - b eD] f@ - L@l

=n c
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Preuve : Rappelons que si f appartient i gs , £ appartient & 'ﬂui(G,FT) et on

s
peut donc utiliser les résultats de [5] (page 217).

PROPOSITION I.7. : Si p est une représentation irréductible de G de poids do-

minant Ap et si GG désigne la demi-somme des racines positives de G, alors :

= _ 2 _ 2
B@g) =(Ih, + 8yl = 1818 1d

Preuve : voir [7] (page 16).

THEOREME 1.8, : Dans g“(G,F]), on a :

spectre A= U f-ih w6 1%+ lg 2= 5 B .-t ws 1208 12
G p GG G . ivi ¢ W H' H' TH'H'
i=1 j=n+l 1

quel que soit P représentation irré&ductible de G, D|H contient Ui}

7

ou

- 2 . .
eij 1d = ui(xj) 1<1igq, ntl g j g nts.

Preuve : ﬁi(Xi) = Bij Id car Xj appartient au centre de 'ly pour n+l £ j & nts.

Pour le reste, voir [5] (page 218).

II. Etude de SU(n,C) et de son algdbre de Lie. Application & o @).

n—1

Dans ce deuxiéme paragraphe, on se propose de déterminer Spectre AG dans

le cas ot G = SU(n,E), H = SU(1) X U(n-1))

A. Etude de SU (n,T).
Soit E un (-espace vectoriel de dimension n de base {el,..., en}.

On considére sur E 1la forme hermitienne F qui a pour matrice
1 o
A dans la base {el,..., en} ; donc @

~

0 ~1

n n n
F( Z X, e, Z s ei) = z X, V..
=1 i=1 i=
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Considérons le sous-groupe SU(n,E) de GL(E) des automorphismes g tels
que
F(gx,gy) = F(x,v¥), %,y € E, det g = 1.
Soit su(n,l) l'algébre de Lie de S U(n,L) ; alors
su(n,l) C Mn(Q)

et A€ su(n,l) si et seulement si

tr 4 = 0.
Si {eij’ 1 € i,j € n} désigne la base usuelle de Mn(m), c'est-a-dire

eij = (6? 6?), su(n,f) est une algdbre de Lie qui admet pour base sur R :

{e,. -~ e.., i(ei. +e,), 1 gi<jgnlvu {i(ejj - 1 <3¢ n-1},

ij ji i ji €j+1,j+1°

L'étude de SU {(n,I) et de ses représentations nous conduit & 1'&tude de la

complexifiée de su{(n,l) c'est-a-dire de s(n,Q).

PROPOSITION II.I. : Une sous—algébre de Cartan de s2(n,T) est 1'algébre €

engendrée par les {e 1 < kg n-t}.

Kk~ Sk+l,k+1?

Preuve : Cette sous—algébre est de toute &vidence abélienne et maximale. C'est

donc une sous-algébre de Cartan de s1l(n,Q).

Racines de sf(n,L) : Si &  désigne la forme lindaire sur € définie par

K
by si k=1
1
n~-1
Y (iZ1 Aileis T eiun,ia1?) T M T Aoy 81 KAl
A si  k=n

les racines de s2(n,L) sont les formes linéaires &

de vecteur propre respectif e, ,. De plus on peut prendre pour base des racines

k&

1¢ign-1}.

de sl{(un,T) 1les {Qi - £i+l’
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PROPOSITION II.2 : Dans sl(n,E) la forme de Killing définie par

B(x,y) = + Trace Adx o Ady ol Ad x € End (s%(n,E)) (Ads)(z) = [x,z],

vaut : B(x,y) = + 2n Trace (x.y).
Preuve : voir {2} (page 160).

On en déduit 1'expression du produit scalaire de deux racines a et B
de sl(n,f). En effet si O est une racine de s%{(n,l) associons—lui 1'&lément ha

de € tel que
B(h,,h) = o(h), si h€ T.
si o=9% -% , on a
= + l—-(e - e,,)
hk,l 2n kk 27"

Par définition le produit scalaire de o et B est 8gal au produit sca-

laire des vecteurs hu et h de s1(n,T) associés. Si

B
n-1 n-1
o= _2 ni(JLi - Qi+1) et B = ‘2 mj(lj - 2j+l)’ on a :
1=] J=1
1 n-1
(ol @ = Bhohg =+ 57 [my ny + iZz (mg =mp) (g mmg ) F oy ]

PROPOSITION I11.3.. : La forme lindaire A sur ¥ est le poids dominant d'une re-

présentation irréductible de si{n,Z) si et seulement si :

+
A=(op —o) 4 teet (@ -a) R avec o - a €2
= >
o SLI RERER N ﬁn et O Teee FO 20
et la norme de ) = o 21 oot o % vaut
i
n O +,,.+ O
2 _ 1 _ 1 n,2
HXHG =5 .Z (ui = 3.
1=1
Preuve : voir [10] (L.A. 7.6.). On a :
ul+...+ an al+...+ an
A= o 21 oot o, Qn = (a1 - ———7;———~0 21 toaot (un - ———j;‘*“ﬁ ln



al+...+ o
- Yol s = e By g - R PN
car 5&1 +,,.% S?,n 0 sur €. D'oll : X (ocl = 3 ( \ 2)+
al+.._+ o @]+...+an
. n -
+(al+...+ o, =4 )(sli li+1)+"'+(al+"‘+an-—1 (n=1) )(%__] SLn)
o +,.. n-1 O, +e. . ¥0
2 _ 1 i ni2 .1 n _ o
HMG = E{{al - -———n—-—} + 2 {oc‘+...+ @, i oy T gy +
i=2
O+, .+0 O, +,..+0 n A+, .. +0
. 1 n42 1 ny27 _ 1 _ 1 n,2
(i+1) — Yo+ {a}+...+ oy {n-1) ~ } ] =33 E (Gi = )

PROPOSITION II.4. : Une représentation irréductible de s&(n,I) de poids dominant

m L +...+tm L avec les m, entiers positifs ou nuls et m., >...>m 2 0,
17 n-1 "n-1 i i n-1

se décompose lorsqu'on la restreint & si&(n-1,d) en une somme de représentations

irréductibles de poids dominants m' 2. +...+ m' 2

v oz
R ne1 Yoy les ms Ztant tous des

entiers tels que

>m >m' _>m >m _pm' 20
7 "h-2 7 n-2 7 "n-l 7 Tn-1* i

1 n-1

la représentation de poids dominant m; Rl Foa ot mé_z in—Z intervenant dans la

restriction de la représentation de s2(n,I) de poids dominant m, 21+...+

2
mn-—l n-1

un nombre de foig &gal 3 :

1+ inf{mi - mi , 1 §$1i€n-2,m ).

Preuve : Si p est une représentation irréductible de s%(n,0) de poids dominant
w4t Qn-l alors il existe T représentations irréductibles de gl(n,T)
caractérisées par :
m +a ... Zm +a3»a 20 a €2
telle que :
=1
e lsl(n,c)
T =) 1" ol T aractérisé R avec
fgz(n—l O Z est caractérisée par (ml’ R n-l)
m, + a3 m; > hes oM +a>m' > a 2 0, chaque représentation T' intervenant

1

exactement une fois (voir [1] page 161).
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Pleg(n=1,0) = "Isan-1,8) = T|gtn-1,0) ] sk (n-1,0) " I T s2(n-1,0)

Donc p restreinte & sR(n-1,0) se décompose en somme de représentations

irréductibles de poids dominant :

La multiplicité de la représentation irréductible de s2(n-1,T) de poids

1

dominant m,

ll+...+ m;_z Rn—Z dans lel(n-l,ﬁ) est 8gale au nombre d'entiers

distincts k tels que

m+a 3 mi+k > my+a A m_,ta Z‘mé-2+k a.mn_]+a >k z2a20
c'est-3a-dire k = a+j avec 0 < j € mo_, et S mi~m{,l $i & n-2.

B. Etude de Pn_l(m).
L'espace projectif complexe Pn_l(m) est, en tant que variété différentielle,
isomorphe au quotient de SU(n,Q) par S(U] ® Un_l,m) sous-groupe de SU(n,T) des

matrices de la forme

avec N € U(n-1,0).

L'algébre de Lie de S(U1 x Un‘1,¢), s(uI X un_l,m),a pour complexifiée :

-1
Hy = stay xu 1,0 § €= 21,0 @ a:(iz1 e, - (am1) e ).
n=l
'algs e X - (o= .
Notons que le centre de l'algébre de Lie JQ est E(iE} e (n=1) enn}

On a :

n~1 n-1
s2(n,0) = 3 ®Py =P, © {jzl Te, + jzl T enj}.

N _ : & { . <31 & n-1.
ot -fh est le {&-espace vectoriel engendré par ej,n} U {en,l}, 1£31&nn
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On a Xm = sf{(n~1,0) @ E(e}1+...+ -(n~-1) enn). La représentation

en—l,n—l

o s % PP N
adjointe de g Sur 10¢ est définie par :

g —> Adg Adg(h) = gh - hg = [g,h] ;
d'oll ici :
= &
[eyg » ®5a) = 65 e n
_ .k
(ep = 2nj) = 85 2n g
n~2 n~2
[izl Mess T e 1) C5al = (izl Alers ~epy in?) S
n-2 n-2
[izl >\i(eii - ei+l,i+1)’ enj] = - lj (izl )\i(eii - ei+],i+1)) enj'
n-1
[izl e~ {n~1) €’ ejn] =1 ejn'
n-1
{ Z e, (n~1) e n enj] =-n enj'

On voit que sf(n~1,I) agit sur 13¢ en une représentation somme directe de

deux représentations irréductibles

. ﬁl sur V1 = ® 14 ej n de poids dominant £1 (les autres poids sont
b s
S

. uz sur VZ = .® T en,j de poids dominant 2l+...+ Qn_z(les autres
1£5&n~1
poids sont —Ki = 21+...+ Qi*l + £i+1+...+ Qn-l ,» 1 &1 &n-2).

On voit que G(e11+...+ 1—(n—1) enn) agit sur V1 par la multiplica-

e
n—1,n-

*
tion par n et sur V2 par la multiplication par -n. De plus ul est égale

-*
kL ﬁz. On a donc lo = XO.

n-1l n-1 —
PROPOSITION II.5 : Si V, = ] € e, et V< I e,; 5 la représentation A
=1

1 2 jo1 [¢]

de m& sur~4am se décompose en somme directe de deux représentations ﬂl et ﬁz

qui sont les suivantes :
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. 81(n-1,8) agit sur V, comme la représentation irréductible de poids do-

i

minant 11 et sur V2 comme la représentation irréductible de poids dominant

. oo =-{n- i
(ell + 1 (n—-1) enn) agit sur V] comme n Id et sur V

®n-1,n- 2

comme -n Id.

C. Spectre de ASU(u)'

En utilisant les résultats du théor@me 1.8 ; nous sommes amenés 3 rechercher
les représentations irréductibles 5 de su(n,l) telles que Els(u(l) x u(n~1))
contient l'une des ﬁi' Or 1l'algébre de Lie s&(n,L) est la complexifiée de
su(n,L). Dans ce cas, il vy a bijection entre les représentations de s&(n,Q) dans
un espace vectoriel complexe et les représentations de su(n,l) dans ce méme es—
pace vectoriel considéré comme espace vectoriel réel (voir [9], VIII 9). Il nous
suffit donc de rechercher les représentations 5 de sf(n,E) qui contiennent

. -
1'une des Ui .

PROPOSITION II.6. Une représentation irré@ductible 0 de sL(n,0), n > 3, contient

ﬂ] lorsqu'on la restreint 3 s2(n-1,E) et contient n Id lorsqu'on la restreint
a2 e, ,t...t e -(n-1) e si et seulement si son poids dominant est de la
- 11 n-1,n~1 nn

forme

. kn ll k € ﬁ?

*
- L
ko 21 21 tEy k€N .

H
Dans le premier cas la multiplicité de p dans Indg(ul) est kn et la

(l+k)n~1))

dimension de 1'espace de la représentation de 0 est ( a1

s dans le deu-

(k+1)n~2

xiéme cas la multiplicité de p§ est 2 et sa dimension est : (1+kn) ( -2

J.

Preuve : La représentation irréductible p de s%(n,L) contient la représentation

H, lorsqu'on la restreint & s2(n-1,L) ; elle a un poids dominant de la forme
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a 21
a 21 + 22
' . Lo ) L P
(d'aprés la proposition IIL.4) ; el]+...+ en-l,n—l (n-1) en’n est un &lément de
' N P . P A e
1'algébre azbélienne maximale de g} définie au II.A. ; ey teat en-i,n-l (n l)enn

agit donc dans chaque sous-espace de poids par une constante.

Les poids de la représentation irréductible de s%(n,E) de poids dominant

a QI sont de la forme :

n-1

a 21 kl(Q,1 22) R kn*l(ln—] - ln),(k],..., kn-l) €N
(a Ql— kl(£l~ 22)—...‘kn_1(2n_1' ln))(ell toaot en-l,n—l -{n-1) enn)

= a - kn_1 - kn—] {n-1) = a - kn—l n .

Si a - kn_1 n =nun, alors a = (kn_1+1) n d'od a Z0[nl.

Si a =bn avec b€ W*, on sait que a Ql - k(f-iI - 22) est un poids de D

de rultiplicté 1 pour :
(a8 258, = 2)) .
0gkg<a 21,21 - 22> = 2 RS S a (voir [4] page 119).
1 2’71 2
Donc bn 2] - (b-1) (2] - 22) est de multiplicité 1. Il en est de méme de

9(2,m) (bn !Ll°<b-1)(£1 - x&2>) = bn 1]—(b~1)(21 - %) ot % (2,0)

est 1'€lément de w qui permute 22 et Rn.

On a alors

(bn 21 - (b-l)(Z1 - ln)) (e]1+...+ (n~1) e )

en"l,n—l n
=bn - (b=1) = (b-1) (n-1) =bn - (b-1) n =n donc az Olnl.

De méme les poids de la représentation de sf(n,€) de poids dominant

a £1 + 22 sont de la forme
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- - e i -4 .. e n*!
a ZI + 22 kl(ﬁl 22) . kn—l( a1 n) avec (kl" ’kn-l) N
_ - _ - -2 e

@& )y kg Gy =R me e By 2 0 (e et ey g T(amTe )
= a + I~k n=n

n-1

- _ . *
d'ol a==1[n]. 84 a=~1 [n], c'est-a-dire si a = bn~l avec DEN,

a>1, a 11 + 22 - k(ﬂl - 22) est un poids de cette représentation de multipli~

1té £ <<a % - &> = g~ 2 2 - p'(R - 2%
cité 1 pour 0L k<& <a - 22, 21 5 a-] donc a , + 2, B ( 1 2)

est poids de multiplicité 1. Il en est de méme de
L. - 1p! -2 = 2 2 _b(d -2
T2,y @y T SRy =k e heh(ty - )
— bl -8 - (a-De
(@l +2 -b'( ey et 1,01 (n=1)e )

a=- (n-1) = b' -b'(n-1) =a - (n-1) - bn

bn = I=n+*l = b'n = (b-b'-1) n ;

pour b' = b+2 on a le résultat.

H
La multiplicité de p dans Ind+(ui) est égale 3 la multiplicité de Uy
G
dans 5Im, c'est—i~dire, d'aprds la proposition 1I1.4, a :
[iA

. kn pour p de poids dominant kn Z]

! pour p de poids dominant kn Ly = L Ay

Calculons la dimension de la repré@sentation de s%(n,I) de poids dominant
kn 21 en utilisant une formule de Weyl (voir [4] page 139) : la dimension de la

représentation de poids dominant A est :

n A+ 5902)
o >0

I (8,
a >0

oi O est une racine et of ¢ est la demi-somme des racines positives.

Or pour s &n,T) les racines positives sont :
- £ <&
. {li Rj , 1€i<j¢€nl}
et S vaut : § =+ z (n-2i+1) ﬁi . Done :

i=]
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I (kn 2, + §,0) 2 P
0> 0 ! 1 Gkn £+ 8, 1 ;)
T (&) : (840, - 2.)
a>0 I<j¢n ! J
i 1 .
(kn g, + 8) (e, ejj) B kn + 5 (n=1) = 5 (a=2j+1)
= I (e, = e,.) = ] 1 ;
I<j¢n 11 ij 1<jgn 5 (n-1) - 7 (n=2j+1)
- I kn + 3 =1 _ 1 kn + 3 _ (kn + n-1)
T ? 151 1
1<jgn -1 1¢i<n-1 3 (o-1) ! (kn)!
_(k+D)n~1
= ( el )
- - 2 2 §, L -2
H(knll 21+5&2+<S,0c)= . (knJ?,] ]+2+(‘3,1 )
>0 (8,0 1<jg &7, - 0
. (kn 21 - 21 + 5&2 + 6,&&2 - Sli)
2<ign (8,2, = 2))
1 1 . 1 1
kn - 1 +-2—(n-]) —E(H'Z:j"‘l) kn - 1 + 1} +E(n-1) -5(11—3)
= H X
. 1 1 . 1 i
2<jsn 5 (o-1) - 7 (n=2j+1) Vi (o-1) - 5 (n-3)
1+ L @) - & e2ien
< 2 2 - kn+j~2 1 i-1 kn+l
2<isn % {(a=3) - % (n=2i+1) 2<jsn -1 2<ign +
L (k+Dn=2
= (D) e

PROPOSITION II.7. : Une représentation ) de sn,8)(n > 3) contient ﬁz lors-

qu'on la restreint 3 JC(E si et seulement si son poids dominant est de la forme :

(bu+3) 2, + S #eeet &, avec b €N (respectivement

(bn+2) 'Q'I + 22 +.. 0t gn-l avec b €N.) )
Dans les deux cas la multiplicité de T dans fz(G,Vz) est | et sa dimension

respective est :
re3pecrive oSt

bn+n-1 n(b+1)-1

7 (bn#ntl) (bntn+2) CT) esp (e AT,
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Preuve : La représentation irr&ductible P de s%(n,L) contient Hy lorqu'on la

restreint 4 sk{n-1,T) si et seulement si son poids dominant est de la forme

*

A T T a€ N
O SRS en
cak g Feeet 2o, a .

Les poids de la représentation irr&ductible p de s&(n,L), de poids domi~

nant a g] + 22 Foot 2n-2’ sont de la forme :

I3 _ . - _ ~ n-1
a kit 2 -k (0 -8y —. k@ L) o (kpseeey ko )ENT L
On a :
@+ ot 8 -k =) meem k(B =R ) (e et en—],nml_(n_l)enn)

=a+ (n=3) -~ n kn
81 a + (n-3) - n kn =n alors a = 3[n]. Réciproquement, si a =3 [n]

1 1

est un poids de la représentation de multiplicité ! pour

clest—3-dire si a = bn + 3 avec b €N, alors a &, + &, +...+ S0 " k(SLi - 22)

@+ Qoteent 2 50 247 2,0
(zl TRy Ry T 22)

0g k$<a21+£2+'”+£wi’21-2? =2 = a~]

I1 en est de méme du poids

o(z,n)(aﬁa1 * R, e Lo ~ k(z1 - 22)) Sagy t oAt Agteest g 0" k(£1~ gn>
pour k compris entre O et a.

(all * Qn * 23+"'+ zn-Z—(b+])(th ln))(ell+ €gptee? en—l,n~1_(n_])enn)

= g=(n-1) + n~4-n{(b+1) = a=3-nb-n = -n.

et on a bien 0 g b+l & bn+2 pour b E N* (n > .
Les poids de la représentation irr&ductible p de s2(n,I) de poids dominant

azl + 12 oo+ L sont de la forme

n-1

axl MEZIRTTRL k) k(0 - 2.3

n-! o1 n

n-1
avec (k],..,, kn—l) €N .
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£ . - - - - ... -(n-
@t Rpreeet B m ) et Gy ™ B0 Gy bt ey w0l )
= a+n~2-k n
n—1
Si a+n-2-knrl = -n alors a = 2 [n}. Réciproquement, si a = bn+2 avec

b € I, aRI + 22+...+ Zn—l_ k(,Q1 - 4,) est un poids de la représentation p de

multiplicité 1 pour

05 k

/A

N
»
=
+
=
+
Py

1 2 n-1 71 2
I1 en est de méme du poids
afy + A+ Ry tev L - k(L - Qn) pour 1 g k g a-l.
Or
(a L0+ L, 23 oot L, —(‘m—i)(!&I - Qn))(e”'*..ﬁ en_]’n_r(n-l)enn)
=a - (n=1) +(n~3) - n(b+1)
=bn - n(b+l) = -n et 0. b+l < bnt! pour bEIN, n 3 1.

_ )
La multiplicité de p dans € 2(G,Vz) est égale 3 la multiplicité de ﬁz

dans Ici, dans les deux cas elle vaut 1 (voir proposition II.4).

DIJC(]:.

Calculons les dimensiong des représentations de sg(n,d) de poids dominants

(bn+3) 21 +...04 2n-2 et (bn+2) 21 +ot Qn en utilisant la formule de Weyl.
((bn+3) reeet oot S»a)
oo <63C‘~)
) . ((bn+3) Rotenat 2 o+ 8, 8- Rj) . ((bn+3)!L1+...+ Lot 6:20)
I< jgn=2 6, 2y = 23) 2¢ i< jgn-1 (6 &5 = 4

1 1 ,
+3—-] + — - - -
bo*3-1 2 (n-1) 2 (n=23+1) bn+3+4n-2  bn+3+n-!

= it -
I<jgn-2 S n-2 n~1
1+ 3 (nm2i4) —‘7 (a=2j+1)
I i i i I g
2 i<ign-2 n-2i<ign 2ign-2<j<n 3
_ I botl+j x [(1+b)n+1] [(1+b)n+2] I 1+j-i
1<jenmz 37! (@=2) (a-1) 2¢ign-2<jgn I7H
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bo+2+(n-3)1! (aU+b)+1) (n(1+b)+2) 1 {n—-i+1)
(bn+2) 1 (n-3)! {(n=-2)(n~-1) 281 €n-2 (n—-1-1)

_ [bs2e@ed)]t o=y
(bg+2)§r(ln—3)! ((b+D)n+1) ((b*1)n+2) 222-331

o [bnt2+(n-3)1t ((b+i)n+1) ((b+1)n+2)
2(bn+2) 1 (n-3)!

- (bn+n—1) (bn+n+1) (bn+n+2)
n-3 2
. Lt 2 - &,
. {{bn+2) 21+ + Rn_l + 8,a) - ({bn+2) £l+ +E it 6,2! QJ)
450 (6,0 1<j<n (5,7, - zj)
1 ((bn+2) 'Ql1+' oot lﬂ']“‘ 6! 'Q/i_ ’Q’n) _ I bn+j 1 n-i+1
1<ign-1 6.2, - 2) 1<jgn-1 37l zieq DR

x bn*2+n-1 _ (bn+2)...(bn+n-]) (n-1) * n{b+1)+1
n—-1 (n~2)! n~1

- [n(b+l)+1}]! _ o ab+1)-t
DT BT nr D - ¢ a2

} (n(b+1)+1)

Pour obtenir le spectre de Asu(n) sur les formes de degré 1 il suffit de
calculer
A+ &2 - 182
o * Morm) ™ Ve
A srii? - sl <ig?2
i n + "SL(n-l) il ”SL(n) 1 &1

oli § (resp §') est la demi-somme des racines positives de SL(n,Qd)

(resp SL(n-1,0))

n-1

n
- L o o1 oy R
§ 3 _2 (n=-21+1) li, § 3 'g (n-21) ;e

1-1 1=1

A+ 82 T IY

By " O spamt ~ 10 s (nmny

p oot 2 p ol . 2
=le, + 3 izl (n-21) Lllgr nmyy T "E-izl (n-21) 21“5L<n-1)
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n-1 n-l

=0+ 3 (@e2) 8+ ] (ne2D) zilléL(n_l)-II]jZ (n-21) %inﬁun_l)
i=2 i=1
s [+ s (a2) - 7 "7 & (@-2i) - 2% - nil & (@-2i)?]
" 2(n-1) 7\ n-1 izz 2 (n=21 n-1 im] 7 el
1 1.2 n-l 1 no2 ]

T et e ] Ceh e ) T

n—l n=l
+ I ge2in® - 1 Ge-2in?

i=1 i=1

_ 1 n—2)2 9
= TomD [(E:T + (n-2) + (n-2)

2(n- ]

(n-1)?

= __l:_y [(a-2) (;E:Z_ . ] , * 1

2(n-1 % @)
n-2 1 n(n-2)
= — (= + 1)
Z(n-1) ‘-1 22
2 2
131 2y * 6"SL(n) - ”6”SL(n)

1 o 1 2 1 1 9
= lkn + 7 (@-1)) 2, + 1 3 (a=2i+1) £, 17 | 5’.5 (n=2i+1) gi"
i=2 i=1
n n
sl @D -0y G @l - TG @2in)’]
i=2 i=1
- [ (kn-k 2 v . n 2]
= o= (kn=k)” + kn(n-1) - § (n-2i+1) k + .Z K

i=1 i=2

= —;-[kz(n—l)2 + kn(n-1) + (n-1) kz]
=5 [kz(nz— n) + kn(n-1)1

_ 1 [kz n(n-1) + kn(n-1)] = B%L (k2 + k)

2n

Hkn 21 - 21 + 22 +

o~

n
] . 2 1 . 2
5 (=2i+1) L.01° - ||iz1 3 (=2i+1) &4

i=1
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n

- 3= (koml-k + 3 @=1)% + (1 + 3 (=310 + G @ik - )2

i=3
n
-3 (% (n-2i+1))?]

2
1 2 2 2 2
- = W 1-0? +(m) GaeD + (707 + @3) - ] (ae2i41) k + (02) K]
i=1
- —;; k2 {(n=1)% + 1 + (@=-2)}+ k(- 2(n=1) + n(n=1) - 2) + 1 =n+ 1 + 1 +n - 3]

= ]2_n [kz(nz—n) + k(n2 - 3n)]

= ;—n k? n(a-1) + k(n-3) n] = 5 [ (am1) + k(a-3)]

A 2 — ] 2
III\]_12 + 3 "SL(n—]) IS "SL(n—l)
n-1 n-1
1 . 2 1 . 2
ol ETRRTRRL S TP Z 7 (=2i) 2.7 - ||‘Z 7 (n=21) &,
i=1 i=1
n-2 2 2 n-1
i= i=

_ 1 n=2 n-2 2 . n-2 n-2 2 n-2
< TooD [izl {Q- oot (n2i) (- ;1-_-1—)} * o+ (ar2) (- F)]

2 n—1
1 - - .
- o Lo e &+ Lo 22y (a-2i) - (-n42)]
2 2
- Lo GEp + ED @
2
- 1 _ 1+(n-2)+(n-1)", _ _n-2 n - n(n-2)
e 21 wn? D (D] 2 (o)
Ibot3) & + 8o +eeut &+ 812, =812
1 2 n-2 SL(n) SL(n)
=1 ! % niz 1 i P R R e D N
= l(bn+3+ 5 (n=1)) &, + L (U + 3 (@2i¢1)) L + 5 (-o#3) 2+ 7 (o n
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Tl . 2
- 1Y G @m2ien gl

i=1
T S N L @2i41) - 0+1))?
=7 n zn ( ) +izz(l+2n—1
b &) - e+ & o) - ean? - T @i n?]
2 2 = 2
1 2 1 2
= 57 [(bn#3= (b+1))7 + (bnt2) (n-1) + (n-1) (1-(b+1)) + (F(n-1))
n-2 2 n-2 1 9 n-2
+ 1 0-an T+ I G @207 + [ (me2itD) (1-(b+1))
i=2 iz2 i=2

+ g o v D (e ) T+ G Crn)? e oD (crr) (-(B4))
n
- 1 G @2in)?]
2 2 2
= [(bn+3-b-1)" + (bn+2) (n-1) + (n=3) b" + 2(b+1)" + (n-3) + (n-1)]
2 2 2 2
=7 [b"(n-1)" + 4b(n-1) + 4 + bn(n-1) + 2(n~1) + (n~3) b" + 2b" + 4b + 2 + 2n -4]

[b2((a-1)2 + (n=1)) + b(4(n-1) + n(a=1) + 4) + 4n]

51~

[n(n-1) b® + bn(n+3) + 4n]

B~

ﬂ(bn+2)2,1 + 8. .+ L +6|!

2 =1 SL(n) UcSlf

SL(n)

= (bn+2+;— (n-1)) L # z (1+ 7 (0=2i%1)) 4. + ;— (-n+1) znll - ||1§;1 (n-21+l)||

n-l
L2 L @) - ea? s (e 5 @o2ir) - enn? v @G (-
i=2

n
- 1 G @2in)d
i1
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= %E [(bn+2~(b+1))2 + (n-1) (bo+l) + (n-1) (1-(b+1)) + (% (n-l))z

n-1
+ 1 1a-en? s @2t Q=0T + G Car)? + e+ (car)) (-be1)
i=2

n
- 1 G @2is’
i=1

- %B-[(bn-b+l)2 + (n-1) (bn*1) + (n=2) b% + (b+1)% + (a-1)]

B éﬁ"lb2<n-1)2 + 2b(a=1) +1 + ba(n-1) + (a=1) + (n=1) b% + 2b++n-1]

= %E [b2 n{n~1) + bn(n+l) + 2n].

Il nous reste & calculer la contribution du centre de m&.

- Bg(e11 e € - (n-1) e s e L

11 ep-t,n-1 - (7D e)

n-1,n-1
nl 2 2 2

=2n () 1+ (@D =20[(1)" + (o-1)] = 20" (1)
i=1

i 2

B [(———— (e, *+te = (a1)e N
1 I 11 n-1,n-1 nn
= : 7 ’- 2( 11) =&
2(n~1)n n
" [(.._l“-_ (eH teote - (n-1) e )2] = 2(1_!) = BZ
2 n é(n-li n—l,n nn n
PROPOSTITION IT1.8 : Sur les formes de degré 1 1le spectre de ASU(n) est
_n~=l .2 1, _nl 2 1. *
v+ 55 ST+ rk+z; kEN)
n-! 2 1 -1 2 1 *
u {- (kT - 2kk g - EE_ (K" -k —k+z;kEN]
. L:P:i 1_ - 02 12y o D2
Preuve : On a P — > donc < (HAui + 8T+ 8T = T
* 1
= k- = L S 1 i-
Posons b k-1. Alors kK E€EWN et 8] 82 T loT) Ce sont alors les ca

culs précédents appliqués au thBoréme I.8.
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PROPOSITION II.9 : Les multiplicités des valeurs propres de ASU(n)
sont : pour = E-%—I»(kzﬂ{) + %~: kn (kgj?-i)
pour - L a0 kv g (ant1) (<B27%
pour - 5L o - 2+ 5 2 Gy (knv2) (00
pour - “—;1- &2x) -k + % : (kn+1) (kgzlz)

Preuve : La multiplicité d'une valeur propre © est &gale au produit de la
multiplicité de P , représentation irré&ductible de su(n,C) dans ‘fu(c,vi)

et de la dimension de l'espace vectoriel de la représentation D,

Puisque - E-%—L(kzi- k) + %- est associée 3 la représentation de sf(n,%)

de poids dominant knil, sa multiplicité est :

kn+n-1
kn. ( n=1 )
De méme la multiplicitd de — E%L (k2+k) + k + %-est : 1 % (1+kn) (kgi§~2).

La multiplicitsd de - B2t (k2-k) - 2k + L est & (kn+1) (kn+2) (P71
2 2 2 n-3

La multiplicitéd de - Bb (k%-k) - k + + est (kmt1) (F27hy
) 3 n-2

III. Spectre du de Rham Hoge sur les formes de degré 1 du plan projectif
complexe.

Les sections §° du fibré vectoriel AST(V)* c'est~d-dire les formes de

degré s sont en bijection avec fu(G,Fl) oi F, = AS162 . On a alors dans cet

1
isomorphisme

N . N S %
ﬁj" = - by £+ Jf,. o0 J appartient 3 End; A «Pa).

Dans le cas oli G est un groupe de Lie unimodulaire, H un sous-groupe

compact, J est calculé en terme de représentations dans [6]. Si on identifie

FI = Asfgz a ﬂiéﬁh,c), 1'espace des applications s-linBaires antisymétriques,
alors B = JA est définie par

B(z!,...,zs) = G(zl""’zs> {izl [u([zl,Xi])A] <Xi’22""’zs)}
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ol Zyseres zs appartiennent & ’pq; s X1 senny Xn est une base orthonormale de,Pa
et ol c;(z!... zs) désigne l'opérateur d'antisymétrisation relatif au s-uple

. . *s . .
{zl,..., zs), et p est la représentation Ao . En particulier pour s =1

on a 3

i

q
B(z) = - }: A([[z,Xg XJ).
i=1

Calculons J pour s = 1,

PROPOSITION IIT.1 :-fam a pour base orthonormale :

24 2./
Preuve : On a
fin T %ai %in T %ni 1
B . 7 = - [Bley;, e; ) * Bley e ]
__1 ~2(n) _ _
B(eln’ € i) 2 n
e. - e e. = @
_ in ni in ni, _ . 2 =
Bl , 7 Tt g Blegs e) =
ein + e ., e, + en.
- B ( znl,Jn Jy =0 si 1 # ]
2
®in © Cai , Sin T %mj
- B¢ » LR -0 si i #
®in " %ni %jn 7 %aj
~ B ( 5 R J 5 =0 si 1 # 3

PROPOSITION III.2 : Pour G = SU(n,&), H = S(U(n-1) XU(I)) on a J = % Id.
Preuve : Si A appartient 3 .f(»fbm, €), C = JA est tel que
C(z) = - % Al[z, Xi]’ Xi]) avec X, ,..., Xq base orthonormée de ,P(L‘ .

i=]
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ol €in * Cni in * fni
done C(z) = - } A([[z, i ], i 1)
i=1 2/ 2vn
5 in~ *aj,  Zin " °nj
- A([[Z’ ] s })
j=1 2/n 2/n
1 n~1 1 n~1
“n izl a(((z, ®in ¥ eni] v &g Y eni]) T jzl Al Hz’ejn—enj] ’ejn?eynj]);
calculons C(ekn) et C(enk).
n~} n-1
C(ekn)x4(n)= * iZIA([[ekn’ein+eni] ’ein+ eni])— jzl A ®kn? ejn - enj] ’[ejn~enj})
n-} k o=l k
=7 iZI A([eki - 6i ®an’ €in * eni]) - jzl A= ekj * <Sj ®an’ jn - enj])
n-1 K sk k n-l k k k
T L Ak T e Y i T o) T J.Z] A ey = 85 op 7 8555 85%yy)
=t A((n_l)ekn_ enk * ekn - enk> - AC@=D ekn - enk - ekn - enk)
= - Al(n=D) ®kn * ®nk ~ %kn * €nk * (o-1) ®kn ~ %ok ®kn enk)
= A(+ 2n ekn) = (2n) A(ekn)
n-1 n-1
= + - - -e .
C(enk)xﬁ(n) iZIA(['[enk’ein+ eni.] ’ ein+eni}) JZ}A(“ enk’ejn, enj} ’ejn enJ])
n-l Kk n-1 k
=7 izl A([di an T %ik’ ®in * eni]) - j-z-l adl ®nn 63' " ejk’ ejn - enj])
n-1 n-1
k k k k k k
=+ e . =8 e, - - - .- 8, e, - T
j_Z] A(él ®ni 51 ®in <Si &in * enk) jzl Al 6j enJ 53 eJn 65 eJn enk)
=t A(enk - ekn - ekn * (o-1) enk> - A enk - Ekn - ekn ~(o-1) enk)
= - - + — - - - - - -
A e e T Ckn T (1) e T e T ek T S T (D) ey
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= = A{-2 ey 2{n-1) enk) = (+ 2n) A(enk)

-+ L
donc C(enk) =+3 Ae )

nk

THEOREME : Sur les formes de degré | du plan projectif complexe, le spectre du

de Rham Hodge est :

{-—— (K246 E—l &2+K) - k 3 ;1 K2-k) + 2K ; E—l-<k @) +k, keN)

et les multiplicités respectives de ces valeurs propres sont :

kn+n—l)

km (27 5 G T L G Gar) (BTN 5 Gy (0.

Preuve : Soit w une forme propre associée 3 la valeur propre a. On a

_ . . o _ L ' T . _
fEh afTT si et seulement si AG(fﬂ) = - (a 2) fw’ c'est-3-dire si et seule
ment si - o + %—G Spectre AG en utilisant la formule de Weitzenbock. La mul-

P P - PP 1
tiplicité de o, valeur propre de [, est égale 3 la multiplicité de - o + 5

valeur propre de AG.
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THE GLOBAL DIMENSION OF RINGS OF
DIFFERENTIAL OPERATORS

J.C. McConnell

Introduction

Rings of differential operators arise naturally when one considers Lie alge-
bras. In [10) it was shown that certain localisations of quotient algebras of the
universal enveloping algebra of a solvable Lie algebra could be viewed as rings of
differential operators in which the multiplication is altered by a 2-cocycle. Since
we are as yet just unable to determine when distinct cocycles give non-isomorphic
algebras, it is worthwhile to compute as many invariants of such an algebra as
possible, one such being its global homological dimension. This has been done by
McNaughton [13] (extending work of Bjork (21) for a class of cocycle twisted rings
of differential operators which include those mentioned above. It is mainly these

results of Bjork and Mc Naughton which are expounded here. (See 3.11 and 3.12).

Throughout k is a field of characteristic zero which for clarity will also
be assumed to be algebraically closed. By "algebra" and "Lie algebra' we mean res-—

pectively "an associative k-algebra with 1" and "a k-Lie algebra". & denotes Ek .

1. Cocycle twisted rings of differential operators

Throughout let R be a commutative algebra and g a Lie algebra with a

given Lie algebra homomorphism 6 : g —> Der(R) (the Lie algebra of k-algebra
derivations of R). Let Zz(g,R) denote as usual the abelian group of 2-cocycles

of & with coefficients in R , ([3] ch 13). For o € Zz(g,R) let R have its
~
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usual associated Lie algebra structure and let L be the Lie algebra R Ry 8 s
the extension of R by g corresponding to o~ . Thus if r],rzé R and

~
xl,xze 2 then in b ,

[rx ), (ry,5)l= (ryr, = ror )+ (8x)) 1, = (8%,) 1) + o (x5%,), (%,%,1)

Let U(_lvl) be the universal enveloping algebra of L .

B,. or R #Q_U(g}, the ring of formal differential operators twisted by o—,

is U(Ll)/l , where I 1is the ideal of U(Ll) generated by the elements

UU =g, T, - T, | rl,rzﬁ R}

where Ty.T, denotes the product of r, and r, in U and T, their product

in R . The image of U(R) in B o is isomorphic to R and one has a Poincaré-
Birkhoff-Witt Theorem, viz that the standard manomials in (the images of) a basis

of g are a basis for By. as a free left (or right) R-module.
-~

Thus By, may be viewed as follows. As a k-module B is isomorphic
to R ® U(g) with R & | being a sub-algebra isomorphic to R . The multiplication
A
in B,. is given by : - for LY E g, r € R

(18 x) (r®81)-(&1 (1 8x)

(ex)r 8 1

)

(18Ex) (18y) - (1 &By) (1 8x) 1@ [x,y] + o~ (x,y) B 1

Note that if =0 , then 1 ® U(g) 1is a subalgebra of B, isomorphic to U(g).
~ -~

In view of the PBY theorem we shall often abbreviate R #G,U(%) to Ro' gl
and if ¢ =0 to R [g]. Note that the definition still depends on the given homo-—

morphism 6 .

If 8 =0 then R {g) is just the universal enveloping algebra of the R~Lie
algebra R ® g -

R 1is in a natural way an R [g]- module via the homomorphism,
¢ : R [g] —> End R given by : r € R , #(r) is left multiplication by r and
for x e g s #(x) 1is the derivation ©6(x). Thus the image of @ is precisely the
subalgebra of EndkR generated by the left multiplications by the elements of R
and the derivations in e(g). One should note that @ need not be injective. For
example, let R = k [yl and g be the two dimentional non-abelien Lie algebra

spanned by x, = g/gy and x | - Then Rx, + szchgJ

1 =y9/@y.So [xl,x23=x

2
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is a free R-module of rank two while the R submodule of End R generated by

k

X, and %, is Rx1 . (See also Theorem 2.4 part 3).

Examples — The Weyl algebra An is the algebra generated by 2n elements

XYy seees LA subject to Xiyj - yJ.xi = 1. An is R[%J, where

ij

R = kEy],...,yn‘.\ and g 1is the (abelian) subalgebra of Der R spanned by
%, =7}? seeny X =§% . An can also be viewed as R [%3, where R =k , g is

abelian with dim g = 22 and o~ is any non singular altermating bilinear form
"

on g . An example of an R [g] which cannot be regarded as an Rl[%lj is the

following ([11] Ex 5.8) ,Let R be the commutative algebra k [yly;] N yz,y;IJ

and % be the abelian Lie algebra spanned by L3N & a—y—l and X, =, 5—);; .
2 . -1 -1 .
Let o~ €2 (%,k) with c'(xl,xz) =1 . Then R, L%]= k[y],y1 + ys¥y s x],le with

; = - = § =
the relations [xi,ij Xiyj iji ijyj and [xl,le 1

2. Basic results

Proposition 2.1 - If R is left noetherian and di < o then Rc- [g3 is left

o g
noetherian. If R 1is an integral domain then Ra' [gl is a domain.
~

Proof. Same proof as for U(g), {81 ch V n

Proposition 2.2 - If R is commutative and o ,% are cohomologous then R [g]

is isomorphic to R?.' tgl. In particular if o 1is a coboundary then Rc- [g}¥ R [g3.
~ ~ -~
Proof.[11] Thm. 3.1 “

Corollary 2.3 - Let R be the commutative polynomial algebra k fyl se s yn‘) ora

; ; 2, + k =
the commutative power series algebra k({y] seees Y3, g be k Qy] e v Kk Dyn
and o ezz(g,R}. Then Ra_ £gl xR fgl, {which is the Weyl algebra An if R 1is

~ w

KOy, oeees v

Proof. That o is a coboundary is an algebraic version of the Poincaré Lemma.
(cf.{11}p. 164 Remark). ﬂ

Theorem 2.4 — Let R be commutative

1. R gl is a simple algebra if and only if R is a simple faithful RIlgl-module.
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2. R is a simple R[g]—mcdule if and only if no proper ideals of R are stable

under g -

3. R 1is a faithful RIgli-module if and only if the subspace Rg of R(gl acts
~ a~r “r
faithfully on R .

4, Let o € Zz(g,R). If Rtg] is a simple algebra then Rd_tgj is a simple algebra.
~ ~

Proof. 1/ €91 Theorem 1.5 2/ Obvious 3/093 Thm 1.8 47 £93 Thm 1.5 }§

3. Global dimension questions

The global dimension of rings of differential operators has been considered
in [1,2,4,5,6,7,14,15] .

(The difficulties that arise when the coefficient ring R is allowed toc be

non commutative is well illustrated by the following result of R. Hart [71,

Theorem 3.1 - Let D be a division ring, R = Dfyd and g = k % . Then Rfgl
(=D ® AI) has global dimension ! if no non zero Regl-module has finite dimen-

sion over D and has global dimension 2 otherwise).

ASQUMPTION. For the remainder of this paper we impose the additional condition
that R be a (commutative) noetherian domain of finite global dimension such that

R/M is k for each maximal ideal M of R .

Lemma 3.2 - Let S be a subring of a ring B with f.g £ .dim. § < = and B
faithfully flat.
If either (i) S 1is £ .noetherian and sB is flat

or (ii) SB is projective
then £.gd.dim. s<d.g4 .dim. B.

See (12] for historical remarks on this lemma.

Proof of (ii) - Suppose £ .gf .dim. S =n and M satisfies g E.dim.SM =qn .

Consider the exact sequence

[0 J—" sM 3 sB 33 E)M — 3 Coker ...5 0 .
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pdSC £n so pdsBiXM =n and, hence pd BEM >n since sB is projective.

The proof of (i) is similar using flats instead of projectives. |l
2 . . .
If oo €Z2°(R,g) then Ro_,[g'_\ is a filtered algebra such that the associated

graded algebra is a commutative polynomial algebra over R .

Theorem 3.3 -~ Let R be a (commutative moetherian) ring of finite global dimension,
4 be a Lie algebra with dimk g<o0 and o & Zz(g,R). Then

~ ~
gf.dim. R < £ .g £ .dim. R_Lgls gd .dim. R + dimk g .

Proof. For the left hand inequality use 3.2 and for the right hand inequality use

the immediately preceding remark and [163.1

Following Bjork we relate the g# .dim. of R [g:\ to the g .dim. of
certain localisations of R_Cgl. Let S be a multiplicatively closed subset of R
and consider the localisation Rs . Each derivation of R may be extended uniquely
to a derivation of Rs and since R < Rs , if o 6Zz(g,R) then we may regard

o~
o as an element of Zz(g,R ). Thus (R.) Lgd is defined and it is easily seen
~ 8 g’ o
that this is a partial quotient ring of R_ (g) and hence
f.gf8.dim.(R) gi<f.gf.dim.R_Cgl (cf (23 lemma 2.b.2).
s’ o R o~

Theorem 3.4 - If dim g < o then
R.gf .dimn R <’_[’%] = sup( £ .g% .dim. (RM) o"'[%])

where the supremum is taken over all M € Maximal spectrum of R .

Proof. {23 Lemma 3.1 and [13] Corollary to Theorem 3.4

Having reduced to the local case we reduce further to the complete local case.

Proposition 3.5 - Let R' be a subalgebra of R,g be a Lie algebra and 8 a
~
homomorphism from g to Der R such that for x€ g , 6x maps R' into R' and
~F -~

let o € Zz(g,R) satisfy o {(gXg) C R’

If R is a flat (respectively faithfully flat) extension of R' then R _Cgl
is a flat (respectively faithfully flat) extension of R‘a_[gﬁ .

Proof. [13]1 Lemma 2 I'

. . 0 . " . 03 .
Given a local ring R then its completion R 1is a faithfully flat extension

of R . Thus by lemma 3.2 we have
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Proposition 3.6 - If R is a local ring then

. . ~
.22 .¢im. Ro_ngsR.g,Q «dim. R €gl .

Note. It would be interesting to know whether this inequality is always an equality.

By Cohen's Theorem, R k[l:y] seees Y33 80 6(g) acts as a Lie algebra of
k-derivations of k[(.y1 ey ynn.

Lemma 3.7 (Zariski) - Let d be a k-derivation of R = k[l',yl seras yn33 such
that d(M) £€ M , where M is the maximal ideal of kf[y1 yeeey yn]] .
Then R = k(lz| ,..., 237 with d = 2/3z, .

Proof. €231 lemma 5.1 ||

Lemma 3.8 - Let g be an abelian Lie algebra of k-derivations on

R = kEEy] yenoy yn:\l. Then there is an integer t and new generators Zy oseevs 2
can be chosen for R , R = kx,'!'.z1 senes znn, such that
§=k9/921+...+k0/92t+h where for all h & h and lsién,h(zi)éM

where M is the maximal ideal of knztﬂ seees 201

Proof.{2] Proposition 5.1 and lemma 5.2 ﬂ

If R is a commutative ring with a maximal ideal M and g is a Lie alge-
bra of k~derivations of R then for d eg , d(Mz) & M giving an induced
k-module map d: M/M2 — 5 R/M = k . Thus with g we can associate the subspace
of (M/Mz)x gpanned by the d,de g - The dime;sion of this space is called
the rank of g at M and is denoted rank_M . If ﬁM is the completion of RM

then rankg § = rankg M=t where t 1is as in Lemma 3.8.
~ ~

Theorem 3.9 — If R is the complete local ring k\:(.y1 senes yn‘n and g is the
abelian Lie algebra spanned by 9/? Yy seees 'c)/ayn then £ .g £ .dim. R (gd = n .

Proof. {23 Theorem 4.1 ||
Theorem 3.10 - Let g be an abelian Lie algebra with dimk g <« oo . Then

4 .g X .dim. R Cgd = sup(gf .dim. Ry + dim g - rankg M) where the supremum is

taken over all maximal ideals M of R . ~

Proof. (2]} Section 5 “

Theorem 3.11 (McNaughtonCl3)) — Let g be as in 3.10. If R (gl is a simple alge-
—_— b g
bra then X .gh.dim. Rigl = g .dim. R .
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Proof. If M is a maximal ideal of R then we have inclusions

R f%] [ RM {%3 <3 RM E,%] deﬂf.n % and E.gﬁ .dim.R \:EJ < 4 .gf .dim. RM ;g]

by Lemma 3.2 and the remark before Theorem 3.4. By Lemma 3.8, ﬁM = k({zl,... ,zn33

and §=k9/azl+... +k9/9zt+}\x'. Suppose }‘1,%0 . { ,...,zn) is a

z
proper (or zero) two-sided ideal of ﬁM and since this ideatl:-js stable under h,
{zt_'_1 seees 2o s h3} generates a proper left ideal I of B . since g is abelian,
I is actually a two sided ideal of B.But In (R [g]) o} h #0,thus InR Eg]
is a proper ideal of R E§3, contrary to hypothesis. Hemce J =0 . By 3.10,

£.g% .dinm. 'I\{MC§J =gl .dim. ?{M = g § .dim. R, . Thus by 3.4,

£.g8 .dim. ng]é sup g4 .dim. Ry = gl .dim. R and 3.3 gives the reverse implica-

tion. "

Theorem 3.12 (MacNaughton €13]) - Let

be as in 3.10. If RCgl is simple
and o-ezz(g,R) then £.gf .dim. R
"

£
Cgl=gd.dim. R .

o =

Proof. We proceed as in 3.11 but keeping track of the cocycle. After localizing
. o _ 7 o

and completing, B = (RM) a_\:g‘] where RM = k[\:z1 savss zn:ﬂ and

g =k9/? Zy ket k?/9 z, - But then, by 2.3, B ’ﬁMEgJ and the rest of the
~ ~
proof goes through as in 3.11. ||

4, Related results and open problems

One would like to know the corresponding results to 3.11 and 3.12 in the
cases when the assumption that RCg‘l is a simple algebra is dropped, or the
assumption that g is abelian is dropped or the assumption on R is weakened.
Goodearl 161 and Feldman [4] give formulae for the global dimension of R (g3 (in
Goodearl's case with % abelian) where the only assumption on R is that it is

commutative, noetherian and of finite global dimension.

Bhatwadekar €11 considers the global dimension of ko.Cg'.l, where 8 is nil-
potent and acts trivially om k . His result is that g .dim. k . tgl= sup {dim h}

as h ranges over the subalgebras of g such that o~lh X’Lx is a coboundary.
~ ~ ~

References

[I ] Bhatwadekar, $.M. - On the global dimension of some filtered algebras.
J. London Math. Soc. (2) 13 (1976), 239~248

195



_8_

Bjork, J.E. - The global homological dimension of some algebras of differen-

tial operators. Inv. Math 17 (1972), 67-78

Cartan, H and Eilenberg, S. - Homological Algebra. Princeton University

Press 1956

Feldman, G.L. - The global homological dimension of general rings of diffe-

rential operators. Uspehi Mat Nauk 29 (1974) 245-246

Goodearl, K.R. - Global dimension of differential operator rings. Proc.
Amer. Math. Soc. 45 (1974) 315-322

Goodearl, K.R. - Global dimension of differential operator rings II. Trans.
Amer. Math. Soc. 209 (1975) 65-85

Hart, R. - A note on the temscr product of algebras. J. Alg. 21 (1972),
422-427

Jacobson, N. - Lie algebras. Interscience, New York 1962

McConnell, J.C. and Sweedler, M.S. - Simplicity of smash products. Proc.
London Math. Soc (3) 23 (1971) 251-266

McConnell, J.C. - Representations of solvable Lie algebra and the Gelfand-
Kirillov conjecture. Proc. London Math. Soc. (3) 29 (1974) 453-484

McConnell, J.C. - Representations of solvable Lie algebras II : Twisted
s
group rings. Ann. Scient. Ec. Norm. Sup. 4e series, t. 8 (1975)

157-178

McConnell, J.C. - On the global dimension of some rings. Math Z. 153
(1977) 253-254

McNaughton, J.M. - A note on cocycle twisted rings of different operators

(University of Leeds Preprint).

Rinehart, G.S5. - A note on the global dimension of a certain ring. Proc.

Amer. Math. Soc. 13 (1962) 341-346

196



[15]

L]

..9_

Roos, J.E. - Détermination de la dimension homologique globale des algébres de

Weyl. C.R. Acad. Sc. Paris - Séries A 274 (1972) 23-26

Roy, A. - A note on filtered rings. Arch. der Math. 16 (1965) 421-427

Manuscrit regu le 15 Novembre 1976

J.C. Mc Connell
School of Mathematics
University of Leeds
Leeds LS Z 9 JT

ANGLETERRE

197



Sous~modules purs et modules de type cofini
par

Frangois COUCHOT

Dansg (1) et (2), Vamds a introduit les notions de module de type cofini et
de "topoclogie cofinie". Nous montrons dans le paragraphe 3, que si A est un
V-anneau & gauche, alors le complété K de & pour la topologie cofinie (n gauche)
est un anneau absolument plat et auto—injectif & droite, et A est un sous—A-module
pur (é droite) de i . Rappelons gue si A commutatif, alors A est absolument
plat si et seulement i A est un V-anneau (Kaplansky). Dans (7) Cozzens a cons—

truit des Veanneaux & gauche qui ne sont pas sbsolument plats.

Nous donnons aussi quelques résultats sur la structure des modules pur—

injectifs lorsque l'anneau de base est commutatif.

Tous les anneaux et modules considérés sont unitaires ; si M est un

A-module 3 gauche, EE(M) désigne son enveloppe injective.

1 = Modules de type cofini. Topologie cofinie

Définition 1.1 = Soient A un amneau, M un A-module & gauche. On dit que M est
de type cofini s'il a un socle essentiel de type fini. On pourra voir (1) vour les

principales propriétés de ces modules.

On peut munir tout A-module & gauche M de la topologie cofinie en prenant

pour base de voisinages de zéro les sous-modules N de M tels que M/N est de
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type eafini. Voir (2) pour les propriétés de cette topologie.

Lorsque A est un anneau commutatif semi--local, on a la proposition sui-~

vante 3

Propogition 1=l -~ Soient A uyn_annesu commutatif semi~local,‘m1 ,...,qﬂ se

idéaux maximaux, E = @1 E (Afu }, M un A-module. Alors M est de type fini si et
et R
seulement gi HomA(M E} est de type cofini.

Démonstration — Si M est de type fini, il existe un entier n et un épimorphisme

wi: A 5 M __50 . On en déduit la suite exacte
0 —s Hom, (M,E) _, HomA(An,E) ~ B, et Hom,(M,E) est de type cofini.

Réciproquement soit (Mi)i,eI la famille filtrante croissante des sous—
modules de type fini de M . Comme M = \JI M , ona Hom (M E) 11m Hom (M E).
[Sh Ni est 1'image de 1l'homomorphisme Hom (M/M E)...; Hom (NLE) la famille

(n.)

i'iel

est filtrante décroissante et ‘C;I Ni =§03 . D'apres la proposition 1
1
de (1) , 3i€I tel que Ni = {O} . Comme E est un cogénérateur on en déduit

que M=M .
i
Rappelons les définitions suivantes 1

Définition 1.2 — Soient A un anneau, M un A-module & gauche. On dit que M est

lindairement compact (9), (resp. semi-compact) gi toute famille filtrante décrois-—

sante (Xl + M. )JAeI , ou pour tout 1, x, eF& et M est un sous=-module de M
(resp. Ltanmulateur dans M d'un idéal 3 gauche de A), & une intersection non

vide.

X

Définition 1.3 = On dit gu'un A-module i gauche M est absolument pur
(QQ fp-injectif) si pour tout A=-module & gauche de présentation finie on a
Exty (F,0) = 0 (voir (6)).
Un 4~module & gauche M est injectif si et seulement si M est fp-injectif

et semi—compact. Voir (6) et (4).

2 = JSous=modules purs

Définition 2.1 = Soient A un anneau, 0 —» N--23 M 3P -3 0 une suite exacte de

N

A-modules & gauche. On dit que cette suite est upiversellement exacte (ou bien que
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u est universellement injectif, ou bien que N est un sous—module pur de M) si

pour tout A-module & droite Q la suite 05 Q 8 v, 08 n_,0 8 P50
A

est exacte.

Proposition 2.1 - Soient A un anpeau commutatif, E un _cogénérateur pour la
catémorie deg A=-modules, B une A-algbbre (non nécessairement commutative),

(s) : 0— ¥ ——E—a M—>P —>0 une suite exacte de Bemodules i gauche. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

1) 1la suite (S) est universellement exacte

2) la_suite O _, HomA(P,E) 5 HomA(H,B) — HomA(N,E) —> 0 est une

suite gcindée de B-modules & droite

3) Pour tout B-module & gauche F de présentation finie, la suite
0 ey HomB(F,N) — HomB(E’, ) J— HomB(F,P) —» 0 est exacte.

Démonstration = Voir la proposition 9.1 de (5) en remplagant Z par A et
Q/? par E.

Définition 2.2 =~ Soient A un amneau, N un A=-module & gauche. On dit que N est
pur injectif, si pour toute suite universellement exacte 00— M‘-:iq M—y M"—30 ,
HomA(u,N) est surjectif. Alors tout produit de modules pur—injectifs et tout facwe

teur direct 4'un module pur-injectif est un module pur-injectif.

Proposition 2.2 = Sgient A un_anneau commutatif, E un cogénérateur injectif pour

la_catégorie des A=modules, B une Amalgdbre, N un B=module & gauche. Alors :

a) N est un sousemodule pur de HomA(HomA(N,E),E)

b) N est pur-injectif si et seulement i il exisfe un Bemodule 2 droite P
tel que N goit facteur direct de HomA(P,E).(Voir (5) proposition 9.2.)

Théoréeme 2.3 = Soient A wun anneau commutatif semi=local, M un A-module, N un

sous=module pur de M . Alors :
a) si M est de iype fini, N 1lest aussi

b) si M est de présentation finie, N ggt facteur direct de M .
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n
Démonstration = Soient ‘77141 b .,'R’Ln les idéaux maximaux de A , E = @1 EA(A/’mi).

D'aprés la proposition 2.1, HomA( N,E) est facteur direct de HomA(M,E). En appli-

guant la proposition 1.1, on en déduit que si M est de type fini, N 1'est aussi.

Si M est de présentation finie, alors H/N 1'est aussi. Dtaprés la propo-

sition 2.1 39), ¥ est facteur direct de M .

Théoréme 2.4 = Soit 4 un anneau commutatif. Alors tout Awmodule est un souge

module pur d'un produit de modules de type cofini et pur-iniectifs.

Pour montrer ce théoréme nous avons besocin du lemme suivant.

Lemme ~ Sgient A un_annesu, (M_, q,jl)lél un_systéme inductif filitrant de
A-modules & gauche, ( M, q’i)ieI ga limite inductive. Solil ¢ : eI Mi__, M

1'épimorphisme induit par les cpi . Alors ker ¢ gest un sous-module pur de

de ¢ M .
i€1 +

.,

Démonstration du lemme =~ Si F est un A-module 3 gauche de présentation finie

alors 1l'homomorphisme canonique l_inal, HomA(F,Mi) F— HomA(F,M) est un isomorphisme.
Done pour tout A<homomorphisme f : F.—3 M , il existe un 1€I , tel que f se

factorise & travers Mi . Par conséquent 3Jg : F_5 @ Mi tel que f =@o g .
iel

Démonstration du théordme = Soient M wun A-module, Max A 1'ensemble des idéaux
maximaux de A, E = T E (A/'ln/) Alors E est un cogénérateur injectif de

m €Max A

la catégorie des A=modules., Soit (N ) €T la famille filtrante croissante des

sous~modules de type fini de HomA(M,E).

D'aprds le lemme la suite O _—p Kerq _ Q. Ni_.‘:"_7 Hom, (11, B) —— 0
1

est universellement exacte. D'aprés les propositions 2.1 et 2.2, 1'homomorphisme

0 - M_,Hom (Hom (M,E) E)__> Hom ( @ N HomA(N ,E(A/lmf))

)'(1ATRT)LIX Max 4

est universellement injectif et VY{(i,m)€ T X Max 4 , HomA(Ni, E(a/M)) est pure

injectif et de type cofini.

Corollaire 2.5 = Scient A un annesu commutatif, M un Aw-module. Les conditions
suivantes sont dquivalentes
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1) M est pur-injectif
2) M est facteur direct d'un produit de modules de type cofini et pur-

injectifs.

Corollaire 2.6 = Soit A wupn snneau commuiatif. Alors tout A-module est un soug-—

module pur de son complété pour la topologie cofinie.

Démonstration — Soient M un f-module, ( Mi>ie11 le systdme projectif des quo-
tients de type cofini de M , M = %}9 MiA le complété pour la topologie cofinie

de M , u 1l'injection canonique M _3M . D'aprés le théoréme il existe un homo-
morphisme V : M 5 P, universellement injectif ot P est isomorphe & un produit
de modules de type cofini. Alors V se factorise & travers ﬁ et donc u est

universellement injectif.

Exemple de module de itype cofini gui n'est pas pur-=injectif

Soient A wn anneau de valuation, M son iddal maximal, X son corps de
fractions. Alors K/W est de type cofini et absolument pur. Si KM est pur-
injectif, alors XM = EA(A/MQ. Diaprés {8) on en déduit gue A est presque maxie

mal. Or il existe des anneaux de valuation qui ne sont pas presgue magximauz.

Exemple d'anneau non commutatif pour lequel le théordme 2.4 n'est pas vérifié

5

Soit A un Veanneau a gauche (tout A~module & gauche simple est injectif).
Alors tout A~module de type cofini est injectif. Si le théorime 2.4 est vérifid,

A

alors tout A-module & gauche est absolument pur et A est gbsolument plat. Or

Cozzens (7) a comstruit des Veammeaux & gauche gui ne sont pas absolument plats.

3 = Heanneasux et topologie cofinie

Soient A un anneau, E et M des A modules & gauche. lLa Ewtopologie
sur M est définie en prenant pour base de voisinages de. zéro, les noyaux des
homomorphismes de M dans Ek s k¥ entier positif. Le groupe HomA(M,E) peut &tre
muni de la topologie "finie" en prenant les sous—groupes {f‘élkmm@%E) 1£(s) =0

S partie finie de M} comme base de voisinages de zéros.
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§'i1 n'existe qu'un nombre fini de classes d'isomorphisme de A-modules &
gauche simples, si S,I,...,Sn sont des représentants de ces classes, si
n

B 2121 EA(Si)’ alors la E=topologie et la topologie cofinie coincident.

Proposition 3.1 - Soient A un anneau, B etM des A-modules & gauche, B = EndA B,
N un B-module & gauche, S le foncteur HomA(.,E), T le foncteur HomB(.,E),

@M 1'homomorphisme canonigue de M.—o T9(M). Munissons A et M de 1a E-topologie
et TS(M) de la topologie finie. Alors :

1) A est un anneau topologique, M gj_TS(M) sont des A=modules topologie

nes

2) @M est continu si les topologies induites guotient et gous-~module

coincident sur Im @M

3) 18(M) est complet

4) Si tout module guotient d'un nowbre fini de copies de B gsi sépard

pour ls E—topologie, la_paire (@M, TS{H)) est une complétion de M .

C'est la proposition 1.5 de (2).

Définition 3.1 = Soit A un anneau. On dit que A est un H-anneau & gauche,
si 8 et S' sont deux A-modules 3 gauche simples tels que HGmA(EA(S),EA{S')) %{Q},

alors S et 3' sont isomorphes.

Théoreme 3.1 ~ Soient A un H-amneau & gsuche, (Si)i.eI

toutes les classes d'isomorphisme de A-modules & gauche simples, Bi e EndA EA(Si),

des représentants de

N
M un A-module & gauche, M gon complété pour la topologie cofinie, Mi le A-module

M muni de la E(Si)—topologie.

Alors 1'homomorphisme diagonal U : My ’EII Mi est continu et induit un
i
isomorphisme entre ﬁ et W—T Hom,, (Hom (M,E(S.)), E(S_)). En particulier
A TT Tiel By A i 1
A End, E(S_).
iel B 1

Pour montrer ce théordme nous avons besoin des 2 lemmes suivants :

Lemme 1 = Soit A un Heanneay i gauche. Alors pour toul A=module & gauche simple S,

tout guotient d'un nombre fini de copies de EA<S) est séparé pour la

EA(S)-togg]ggig.
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Lemme 2 -~ Soient A un H-annesu & gauche, M un A-module & gauche, Ni""’Np es
sous=-modules de M iels que :
n.
1 Vi 1sisp EA(M/Ni) 2 (8,(s.)) *oon S, est un A-module simple

et ni un_entier

2) Vi Y 15—y Si non isomorphe & Sj

P
Soit N = {31 Ni . Alors l'homomorphisme canonigue de M/N dans & M/Mi est un
i= i=t

isomorphisme.

Démonstration du lemme 1 = Soient N un sous-module de (EA(S))n , ¥ un élément

non nul de EA(S)n/N . Alors il existe un A-module simple S' et une application
. n ] T
£ o EA(S) /N — EA(S ) telle que f(x) # 0 . Alors Hom, (8, (8),E,(s")) £0 .

Done S «3' .
Démonstration du lemme 2 = Voir (3) Théoréme 4.26.

Démonstration du théortme -~ Le complété de TT Mi pour la topologie produit est
iel

N

isomorphe & T-r M.

‘aprés lo lomme 1 o Lt g (ko ),8,(5,))

D'apres le lemme et la proposition 3.1, on a Mi = HomBi HomA Mi’EA<Si) ’EA i)
I1 est facile de monirer que U est continu, et le lemme 2 entraine que

~
, ou Mi est le séparé complété de Mi pour la E(Si)—topologie.

Im U est dense dans TT M, .
iel 2

N

~ re Ve .
Corollaire 1 ~ 30it A un V—anneau & gauche, A son complété pour la topologie

cofiniec. Alors K est un anneau absolument plat auto-injectif & droite.

Dé . S 5
smonstration Soient ( l)i.eI

’
i - E: imhles = . =T .
phisme de A-modules & gauche simples, Ki EndA Si Alors A 1€IEndK. S:L

Alors Ki est un corps et donc Endy, Si est absolument plat et auto=injectif &

des représentants de toutes les classes d'isomor=

droite.

Corollaire 2 = Sgit A un H-anneay & gauche. Si A est complet pour ls topologie
gofipie, alors il n'existe gu'un nombre fini de clagses d'isomorphismes de A-modules
wm i plea .

Démongtration = Si nous reprenons les notations du théordme, on a
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a= 1T Bndy E,(S,). Posons A = Endp E,(S.). Alors Vi€l , 5. estun
iel f ANT i s AT i
Ai—module est infini, soit M un idéal & gauche maximal contenant ®_ A,

iel 1
et S = A/HL. Alors S mn'est isomorphe & aucun des Si . Impossible.

Définition 3.2 = Soit A un anneau. On dit gque A est classique 3 gauche, si tout

N

A-module & gauche de type cofini est lindairement compact.

.,

Théordme 3.2 = Soit A un_anneau classigue & gauche. On suppose gue l'une des

hypothéses suivantes est vérifide :

a) Il n'existe gu'un nombre fini de classes d'isomorphisme de A-modules 3

gauche simples
b) A est un Heanneau h gauche.

Alors les conditions suivantes sont vérifides :

1) le foncteur complétion (pgur la topologie cofinie) est exact

Fad Pl
2) pour tout A-module & gauche de présentation finie M , on s MNeA % M,
A ~

ou A et M gont les complétés respectifs de A et M pour la topologie cofinie.

3) 4 st un socus-modul r 2 ol ﬁ

A s

4) si A est cohdrent ¥ ssuche, A est un A-module i droite fiddlement
plat.

Pour montrer ce théoreme nous avons besoin des lemmes suivants
Lemme 3 - Sojent A un_annesu, E un A-module & gauche injectif, B = EndAE .
On_suppose que fout quotient d'un nombre fini de copies de E est séparé pour la
E-fopologie.

Alors B gst un Bemodule & gauche absolument vur.

Lemme 4 - Mémes hypoth®ses gque le lemme précéddent. Alors E est un B-module injec-

tif si et seulement si E est un A-module lindaivement compact. Dans ceg conditions

B est un cogénérateur pour la catégorie des Bemodules 3 gauche si ef seulement gi E

est de type cofini sur A .

Démonstration du lemme 3 = Soient N un Bemodule & gauche VN Ny sT(w)

1thomomorphisme canonigue (on reprend les notations de la proposition 3.1). On
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montre d'abord que si N est de présentation finie, alors \yN est un isomor-
phisme, et si N est de type fini, WN’ est un épimorphisme.

Soient L un B-module & gauche libre de type fini, X wun sous-module de

type fini de L . On a la suite exacte

0 —s Hon(L/K,B) —y Hom,(L,B) —y Hon (K,E) —p Ext}S(L/K,E) —30

On a le diagramme commutatif suivant :

0 0
0 X u_, ‘£ P, LJ/’K y O
Y% YL /X
00— HomA(Ext%(L/K,E),E)—; sP{x) ﬂ‘i@ sT(L) w;ST(L/K) J—)
T

On en déduit que ¥ est un isomorphisme et s1(u) est injectif.

X
Done HOmA(Extg(L/K,E),E} =0 . K étent de type fini sur B, Exté(L/K,E) est un
sous A=module d'un module gquotient d'un nombre fini de copies de E . On a donc

Ext;(L/K,E) =0.

Démonstration du lemme 4 - Comme 1l'annulateur dans E d'un idéal & gauche de B
est un sous—A-module de E et comme tout sous-A-module de E est 1'annulateur
d'un idésl & gauche de B , E est un B-module semi-compact si et seulement si E

est un A-module linéairement compact,

Démongtration du Théorsme 3.2 =

1) a) Soient 81""’Sn des représentants des classes d'isomorphisme de

n
A-modules & gauche simples, E= 8 EA<Si)' Dlaprés la proposition 3.1, le foncteur
1

complétion est HomB(HomA{~,E),E), ol B = End,E, et ce foncteur est exact d'apreés

A
le lemme 4

b) Reprenons les notations du théoréme 3.1. Alors le foncteur complétion est

exact d'aprés le lemme 4.
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2) a) Considérons 1'homomorphisme canonique

8, HomB(E,E) %M —3 HomB(HomA(M,E),E), ou M est un Awmodule i gauche, défini
par QM(f g x)W) = £ {x)), feHomB(E,E), rel et « &HomA(M,E). Comme B est
un Bemodule injectif, QM est un isomorphisme pour tout A=module M de présentation

finie.

b} De méme, pour tout A=-module de présentation finie M, on & un isomor-
phisme (EndB E) & U HomB (Hom (M,E (S ), B (S )). Comme M est de présen-
tation finie, 1'homomorphlsme canonlque ﬁ & M.___+ TT (FndB E) @ M} est un

A

isomorphisme, et on a donc 1 & MelM.

3) et 4) sont des conséquences de 1) et 2).

Corollaire 1 = Soit A un V—anneay & gauche. Alors % est un snneau sbsolument

plat et auto-injectif & gauche et A egt un gous—A-module pur & droite de x.

Théoreme 3.3 — Tout Veanneau & gauche complet pour la topologie cofinie est semi-

simple.

Démongtration = On a A = TE A , ol A = EndK Si H Si est un A, -module injectif.
1=

D'aprés le lemme 4, Si est un K —module llnealrement compact, et par conséquent

Si est Ki~espace vectoriel de dlmen51on finie. On a donec que Ai est un anneau

simple.

4 ~ Modules pur—injectifs et anneaux clagsiques

Théoreme 4.1 = Scient A _un asnrneau commutatif classigue, M un A-module. lLes
conditions suivantes sont éguivalentes :

1) M est pur—iniectif

2) M est facteur direct de # , 8on complété pour la topologie cofinie

3) M est facteur direct dlun produit de modules de tyve cofini.

Démonstration - I1 reste & montrer que si 3 est un A-meodule simple, si
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B = EndA EA(S), gi N est un Bemodule & gauche alors HomB(N,E) est un A=-module
pur-=injectif. On utilise alors l'isomorphisme canonigue

HomB(N g M,E).ﬁ_;HomA(M,Hom (N,E}) ol M est un A-module,

B
On en déduit que si ¥ est un A-module, ﬁ est pur injectif. En particulier

tout module de type cofini est pur-injectif.

Remarque -~ Dans (10), Warfield a montré que sur tout anneau commutatif A , tout

A-module linéairement compact est pur injectif.
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SOME RECENT DEVELOPMENTS IN THE THEORY
OF NOETHERIAN RINGS

Gunter KRAUSE

0. INTRODUCTION

The purpose of this survey is to report on some recent progress in trying to
understand the structure of nmoetherian rings, i.e. not necessarily commutative rings
with maximum condition for left and right ideals. The emphasis will be on two par-

ticular questions :

o
. . . . @ n . . .
i) Jacobson's conjecture, i.e. is J = (\ J" =0 in a noetherian ring

with Jacobson radical J ?

ii) If R is a noetherian right Macaulay ring, i.e. K-dim(AR) = K-dim(RR)
for all nonzero right ideals A of R, does R have a classical quotient ring

which is artinian ?

Both these problems can be viewed as test questions for the effectiveness of the
methods developed for a particular class of noetherian rings. The validity of
Jacobson's conjecture is generally of limited practical value. Even in the cases
where J® = 0 assures that the J-adic topology is Hausdorff, very little is known
about the completion of R when R 1is not commutative. But whenever J® =0 can be
proved, the methods leading to this turn out to be useful for many other things.
The quotient ring problem (ii) actually asks for much deeper insight into the struc-
ture of the ring ; it is almost always proved by establishing &(N) = ®(0) and
then using SMALL's theorem {19].

We note that for both problems the assumption of R being left and right
noetherian is absolutely vital. HERSTEIN's example in (9],
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z ¢ 22 4] 0 Q
(2) (2)

0 9 ) 0 0 0

#

is a right (but not left) noetherian ring with r.K~dim(R) 1 , it is even a P.I.

ring, hence fully bounded. GORDON's example in {71,

k Iyl  k {x,y1/(y) 0k [xy1/(yW
R = R k any field, N =
[0] k(%] o] [¢]
is a right (but not left) noetherian, fully bounded ring with r.K-dim(R) = 1 , it is

right Macaulay, but R 1is not an order in an artinian ring as

v 0 y o 0 k [x,y3/(y)
€ () - B(0) , since =0
0 1 0 1 0

The starting point for our discussion is the affirmative answer to both

questions (i) and (ii) for the case of a fully bounded noetherian ring.

DEFINITION - A ring R is right bounded if every essential right ideal of R

contains a non-zero two-sided ideal. R is right fully bounded if R/P is right

bounded for every prime ideal P of R . R 1is fully bounded, if it is right and
left fully bounded.

Right noetherian right fully bounded rings have been characterized in many ways,

their most useful properties are listed in the following theorem.

THEOREM O.1 — The following properties of the right nocetherian ring R are equi-
valent :
1) R is right fully bounded.

2) GABRIEL's correspondence {E} —y Ass(E) between isomorphism classes of

injective indecomposable right R-modules E and their associated prime ideals is
.. e,

3) For every finitely semerated right R-module M fthere is a finite set
zml,mz yeans mkgéi M sguch that the right anpihilator r(M) of M is the intersec-—
tion of the right appihilators r(mi), i=1,...,k
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Proof —- For (1)e— (2) see (133, (3) —— (2) is in [43, and (1) w3 (3) is
due to CAUCHON [3].

NOTATIONS
i} N = prime radical = intersection of all prime ideals.

ii) For an ideal I set B'(I) = fc€R|cr€l implies r €I},
'8(1) ={cerRlrcer implies relI}, B(I) = &' (1) Nn'&(D).

iii) K—dim(M)R = Krull dimension of the right R-module M (see £8] for defini-

tions and basic properties).
iv) r.Xk~-dim(R) = K—-dim(R)R , §.X-din(R) = K-dimR(R).
v) cl.K~-dim{R) = classical Krull dimension (see [8] or [13] for definition).

vi) For a right ideal A of R, bd(A) = r(R/A) = largest ideal contained

in A .

1. JACOBSON'S CONJECTURE

In [12} JATEGAONKAR has proved the following theorem

THEOREM 1.1 - If R is a fully bounded poetherian ring, then every finitely
generated essential extension of an artinian right R-module is artipian.

Proof - See (12]) , Theorem 3.5 and Corollary 3.6.

Using the facts that then J% annihilates injective hulls of simple modules and
that the direct sum of the injective hulls of a set of representatives of all
isomorphism classes of simple modules is faithful, J*= 0 follows immediately.

It turns out that Theorem 1.l remains true if the assumption of R being
ileft fully bounded is dropped, and this is due to SCHELTER [18]. Subsequently,
more elegant proofs of J® =0 alone have been obtained by CAUCHON (1] and
LENAGAN [16]. We present a proof which is due to GOLDIE (6].

THEOREM 1.2 - If R is a noetherian right fully bounded ring, then J¥=0 .

Proof — For a&R let V, denote a right ideal which is maximal with respect to

not containing a . Clearly O = O v =N bd(V_), so it is sufficient to
ae€R 2@ a€R a
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assume O = bd(A) for a right ideal A for which R/A 1is uniform with nonzero
socle, and to establish the nilpotence of J. Using Theorem 0.1 (3), we get elements

% in R/A,i=1,..., n, such that

n
KR -r/ iol r(xi) o necolljéis

Thus Ass(RR} = Ass(R/A) = P, say. Since R/A has a socle, R/P 1is a right primi-
tive ring and hence simple artinian as it is right bounded. Thus RR has an essen—
tial socle S . But SR is artinian because R 1s right noetherian, so the chain
SDJSDJZS O... becomes stationary and JnHS = J%S for some n . NAKAVAMA's

lemma applied to the left R-module s yields Ms =0 , SO Jng Z(RR), the sin-—
gular right ideal of R . The result now follows because in a right noetherian ring
Z(RR) is nilpotent.

As was pointed out earlier, JACOBSON's conjecture is no longer valid when R
is assumed to be only right noetherian. But by NAKAYAMA's lemma some transfinite
power of J is always zero, and the question arises how to obtain an ordinal &
from the other invariants of R for which J®* =0 . In (11), JATEGAONKAR showed
that there exists for any ordinal ok a local principal right ideal domain R whose
right ideals are all two-sided and linearly ordered of type w®. In these rings Jw‘*
is the first power of J which is zero, so for right noetherian rings there is not
even a universal ordinal bound € such that J% = 0 for all these rings. We consi~

der the following two typeg of transfinite powers of J °

a) 3 ==r s Jr“+1 = JPJ R JS = J°L for limit ordinals §
ded
o 2 n
) J =73, 3 =n Jﬁ,J§= N J for limit ordinals 5 .
P+l =1 d<s %
o
LEMMA 1.3 - J & J*  for each ordinal « .
Proof - See Lemma 6 in {15].
LEMMA 1.4 - If R is a right noetherian ring and M 1is a finitelv generated
- A

ot —critical right R-module, then MJ® =0 .

Proof - It was shown in [14, Theorem 4.6] that the supremum o{M) of the ordinal
types of descending chains of non-zero submodules of M 1s at most w® . Thus, if

the claim was false, then VAL # I\Mﬁw1 for all [&40.:(* by NAKAYAMA's lemma.
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But then

2

o
M=M"D>MIOMI“D ...0MI® +#0

is a descending chain of submodules # O of order type w4 , contradiction !

o
THEOREM 1.5 - If R is a right noetherian ring with r.K-dim(R) = ®% , then J®
is nilpotent.

o
Proof - Obviously, we may assume that R is prime and establish J® =0 . Let A
o
be a right ideal such that R/A is o -critical. By Lemma 1.4, J¥ A . If
L3
J“" 40, then J® is an essential right ideal of R , so it contains a regular

element ¢ . But then

o
& = K~dim(R/A) £ K-dim(R/J* ) € K-dim(R/cR) < % |

contradiction !

COROLLARY 1.6 - If R is a right noetherian ring with r.K-dim(R) = & ,
then Jd_” =0 .

Proof - Clear by Lemma 1.3 and Theorem 1.5.

We remark that Theorem 1.5 and Corollary 1.6 cannot be improved. For
JATEGAONKAR's example of a local principal right ideal domain § whose right
ideals are two-sided and linearly ordered of type w5 shows that if we take & =o +1

o
and take R to be the proper homomorphic image with lattice of ideals of type ¢®n

o
for some positive integer n , then J* # 0 . Since the powers J""P for pgd are
the prime ideals of R , it follows easily from Lemma 1.3 that J/” = J“’n for all
ps& s 8o Jy #0, so J°(+l is indeed the first transfinite power of type b}

which is zero. In contrast, we mention that HERSTEIN and SMALL have proved in [10]
that for a left noetherian P.I.-ring, Jm = 0 for some natural number m . This has
been improved to m = 2 by CAUCHON in [2], and in view of HERSTEIN's example [9]
this is best possible.

“ =0 has been established for noetherian rings

Finally, we mention that J
with right Krull dimension one by LENAGAN L17, Theorem 4.43. Unfortunately,
LENAGAN's proof does not seem to give any clues as to how one might proceed by
induction in order to settle the question for higher Krull dimensions. Ome can
only say that J% is nilpotent for noetherian rings of Krull dimension two,
but this comes as a consequence of NAKAYAMA's lemma ; more generally, if J® =0
is known for rings with Krull dimension o , then J®  is nilpotent for rings

with Krull dimemsion o + 1 .
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2. ARTINIAN QUOTIENT RINGS

In (7) , GORDON proved the following result.

THEOREM 2.1 — A ngetherian fully bounded right Macaulay ring has an artinian

classical quotient ring.

Proof = [71, Theorem !

GORDON's proof depends heavily on both the left and right~handed versions and their
consequences of a result of JATEGAONKAR (121, which asserts that for a bimodule

M which is finitely generated over the right noetherian right fully bounded ring
R the Krull dimension of the partially ordered set of (S,R)-bisubmodules of M
equals K—dim(M)R . In order to obtain a one-sided version of GORDON's theorem,
this dependency must be at least partly removed, and this is dome by the following

considerations.

DEFINITION - Let SMR be a (S,R)-bimodule. The Krull dimension of the lattice of
(S,R)-bisubmodules is denoted by p(SMR)

LEMMA 2.2 - Let S be a ring with left Krull dimension, R any ring, and let SMR

be a bimodule such that

a) MR = m]R + mzR + ..+ mkR .

b) $,() =0

c) SM has Krull dimension

Then K—dimS(M) = £.K~dim(8).

Proof - We have

S

k
S =S/0=5/8,00 =5/ '()1 Ymrge M .
1= k copies

Thus K—dims(M) » £.K-dim(S). The reverse inequality follows from Corollary 4.4
of L8].

PROPOSITION 2.3 - Let S be a left noetherian ring, R any ring, and let SMR be

‘a bimodule such that

a) MR is poetherian
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b) K-dims M) exists.

Then p(SMR) £ cl.K=dim(S)

Proof - If false, we assume by noetherian induction that the statement is true for
every proper factor ring of S . Assume S 1is not a prime ring, let AB =0 for

non-zero ideals A and B . Then we get for every (S,R)-bimodule SMR

p(SMR) = max {p(M/BM), p(BM)} & max fcl.K-dim(S/B),
cl.K-dim(5/A)} € cl.K-dim(S) ,

and this contradiction shows that § 1is prime. Let now

SMR = MO =2 Ml 2 M2 2 ... Mi 2 Mi+1 2

be a descending chain of (S,R)-bisubmodules of M. If for some 1 the left

S-module M. /M. is faithful, then
1°71i+1
-di = K-di 2 K-di
K dlmS(Mi/Mi+l) K dlms(S) K dlmS(M)

by our Lemma 2.2 and Corollary 4.4 of [8). By definition of K—dimS(M) this can
happen only finitely many times, so we assume without loss of generality it does
not happen at all, and we set Ti = zé(Mi/Mi+l) # 0 . Since S 1is prime we get

for all 1

< -y Y
p(Mi/Mi+1) % cl.KX dlm(S/Ti) < cl.K-dim(S)
by induction hypothesis. The claim now follows from the definition of p(SMR)

We will achieve our goal of obtaining a ome-sided version of GORDON's theorem
by proving it actually for a different class of rings, the ideal invariant rings
defined below. It will be seen that noetherian right fully bounded rings form a

subclass of this class of rings.

DEFINITION — A ring R with right Krull dimension is right ideal invariant if

K—dim(T/AT)RfS K—dim(R/A)R for every right ideal A and every two-sided ideal T.
Right ideal invariant rings were first comsidered by STAFFORD in (203. He showed

that a fully bounded noetherian ring is ideal invariant, and the following is the

one-sided version of this result.
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THEOREM 2.4. (LENAGAN) ~ A noetherian right fully bounded ring R is_right ideal

invariant.

Proof — Let T be an ideal, A a right ideal, and set B = bd(A). By Theorem 0.1(3)
we have K—dim(R/A)R = K-dim(R/B)R , by Lemma 2,2 of (12) we also have
p(R/BT/BTR) = K—dlm(T/BT)R . Together with Propesition 2.3 we thus get

K"ctim(T/AT)R & K—dim(T/BT)R = T/BTR) % c¢l.Xk-dim(R/B)

#r/p

£ r.K-dim(R/B) K-dim(R/A)

The one~sided version of GORDON's theorem we are aiming for was first proved

by WARFIELD [21] who derived it from the following general theorem.

THEOREM 2.5 — The following properties of the noetherian ring R are equivalent

1) R bhas an artiniasn classical gquotient ring.

2) The sets Ass(R)R and AssR(R/r(Nk)) for k =0,1,..., congist of minimal

prime ideals.

Proof - See WARFIELD (21), Theorem 3.

With the use of this theorem and Proposition 2.3, WARFIELD actually obtained an
artinian classical quotient ring for a larger class of noetherian rings than right

ideal invariant ones.

DEFINITION ~ A ring R with right Krull dimension is right prime ideal invariant

if K“dim(T/PT)R E3 K—dim(R/P)R for every ideal T and every prime ideal P of R .

Using the fact that in a right noetherian ring every ideal T contains a product
of primes 2 T , it is easy to see that right prime ideal invariance is equivalent
with the condition that K—dim(T/BT)R.s K—dim(R/B)R for any two ideals B and T
of R .

LEMMA 2.6 - Let R be a right noetherian ring, let I be an ideal of R , and
let 0 # T/r(I) be an ideal of R/r(I). Then R has an ideal T' # 0 with
r{T") 2 r(T) and K—dim(T')R £ K—dim(T/r(I))R .

Proof (cf. (16}, Lemma 2.3) Set T' = IT . For any i in I with 1T # O we have

a non-zero epimorphism T/r(I) _—_3 iT, so the result follows because IR is
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finitely generated.

THEOREM 2.7 — A noetherian right prime ideal invariant right Macaulay ring has an

artinian classical quotient ring.

Proof - The proof follows essentially along the same lines as that of WARFIELD's

theorem (Theorem 2.5). Let c € B(N) and assume c¢x = O for some x # O .
Then )c€r(Nk+l} - r(Nk) for some k , so the left R/N-module r(Nk+])/r(Nk) has

a nonzero singular submodule Z = Z/r(Nk). Clearly Z 1is a two-sided ideal, and

since R 1is right noetherian, ZR

there is an element d € b(N) such that dZ =0 . Using the right prime ideal

is finitely generated. From this it follows that

invariance of R (or rather its consequence mentioned after the definition), we

obtain

K-dim(Z), = K-dim(Z/(RAR + 1 N)E)Rs K-dim(R/RER + M),

K-dim(R/RdR + N)R € K-dim(R/dR + N)R

A

K—dim(R/N)R = K—dim(R)R.

which cannot be because of Lemma 2.6 and the Macaulay condition. Thus r(c) =0

and ¥(N) € ®'(0), and it follows from the general theory of noetherian rings
(Theorem 2.5 of GOLDIE [51) that ¥(N) = ¥'(0) and that this set is a right Qre
set, Thus I = fy€R|yc = 0 for some c€¥(N)] is an ideal of R . Assume I # O3
then A NI #0 since £(N) is an essential submodule of RR . Thus the right
R/N-module E(N) has a nonzero singular submodule Y which is a two-sided ideal.
Since R? is finitely generated, we obtain an element e€C(N) with Ye =0 .

Since Y{(ReR + N) =0, Y is a right R/(ReR + N)-module, so
K—dim(Y)R £ K-dim(R/ReR + N)R < K-dim(R/eR + N)R.< K—dim(R/N)R = K-dim(R)R,

a direct violation of the Macaulay condition. Therefore, we must have 1(c) =0

as well, whence B(N) = B(0). The theorem now follows from SMALL's theorem [19].

To date, no example of a noetherian ring has been found which is not right
ideal invariant. In fact, LENAGAN has proved in (17] that every noetherian ring
with right Krull dimension one is right ideal invariant. We present a slightly
different proof of this fact ; the main work is done by the following lemma of
LENAGAN's.
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LEMMA 2.8 - Let R be a noetherian ring with r,K-dim(R) = 1 , and assume R has

no artinian right ideals. If R/A is a cyclic artinian right R-module, then A

contains a_regular element.

Proof — See LENAGAN (16, Corollary 3.73.

THEOREM 2.9 (LENAGAN [17]) -~ A noetherian ring R with right Krull dimension one

is right ideal invariant.

Proof - Let T be an ideal, A a right ideal. Obviously, we only have to consider
the case K—dim(R/A)R =0 , and a standard reduction allows us to assume that R has
no artinian right ideals. By Lemma 2.8, A contains a regular element ¢

As T/cT ¥ ciT/ci+1T for all i , it follows from K-dim(R)R =} that
K—dim(T/cT)RQO . Thus K-dim(T/AT)R$ K-dim(TfCT)Ré() = K—dim(T/A)R .
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CONDITIONS NOETHERIENNES DANS L' ANNEAU
DE POLYNOMES DE ORE A[X,o,d]

par

Léonce LESTEUR

1 = Annesu de polynbmes de Ore A[X ,o~ ,d 3.

Rappelons la définition. A est un anneau unitaire non nécessairement commutae—
tif ; o* est un endomorphisme injectif de 1'anneau unitaire A {on & donc

(1) = 1), et 5 une O =dérivation de A :
Slatb) = §(a) + §(v) 3 S(ab) = o(a) §b + I(a) v

L'snneau B = A[X ,0v,d] est défini par 1'ensemble des polyndmes

a4 A . 4a , a €l
0 1 n i

avec les lois usuelles pour 1'égalité, 1'addition, la multiplication & gauche par
un élément a2 € 4 , tandis que la multiplication & droite de X par a €4 est
définie par :

Xa=0'(a)X+ S(a) .

B = A[X ,o ,d]1 devient alors un anneau de polyndmes non commutatif comme l'avait
déjh remarqué O. ORE d&s 1933 (41. Il se trouve que les développements de 1l'algdbre
non commutative depuis une gquinzaine d'anndes, et en particulier ceux de l'algebre
noethérienne, donnent l'occasion de revenir assez souvent sur les anneaux de poly=
ndmes de Ore, au moins & titre d'exemples ou d'illustration de la théorie. Dans

les résultats connus, on suppose le plus souvent que 0~ est un automorphisme de
1l'anneau unitaire A . On a par exemple le théoréme suivant : si A est un anneau
noethérien & gauche et si o~ est un automorphisme de 4 , alors A[X ,0, JJ est
noethérien & gauche. Les résultats gqui suivent s'appliquent par contre & un endom
morphisme injectif guelconque ¢~ de 4 , et leur intér&t principal porte donc sur

le cas ol @ n'est pas surjectif. Ce n'est pas un cas totalement pathologique,

220



e

comme le montrent les exenmples suivants :

1

[ : il existe des morphismes injectifs o de £ dans luimmdme

k (Y], ¥ corps commutatif : o=: £(Y) — f(YE)

]

k (Y], k¥ corps commutatif de caractéristique p : ov est l'endomorphisme

de Frobenius u p—s WP,

2 e Conditions noethériennes et o ~noecthériennes & gauche dans A .

Nous allons considérer les conditions suivantes dans 1llanneau 4 :

(N) La condition noethérienne & gauche sur A

(No') La condition o «noethérienne & gauche sur 4 .

Pour 1'énoncer, nous appellerons 4 o {I) 1'idéal 3 gauche engendré par
o(I) dans A , I étant un idéal & gauche de A . Alors o (I) est un idéal 2
gauche dans o~ (A), mais pas dans A en général si o= n'est pas surjectif.

On a :

k
Lo (1) = Eu o{i) ;1 eI] .
=r P P
Appelons guite o =croissante une suite d'idéaux & gauche :

(1) Ioc__._> 12 c_é...;_)Inc__)In_H G o e
telle que, pour tout n €N , on ait :

o (In) cr,, -

On dit alors que la guite g~ =croissante (1) est stationnaire & partir du rang » ,

si ¢ Vn»m:

4 O—(In) = In+1

A

La condition o= =noethérienne & gauche sur A exprime que Itoute suite

o =croisgante est stationnaire & partir d'un certsin rang.

Nous aurons également & considérer la propridété suivante :

(Po—) I et J étant deux iddaux i gauche de type fini de A, on a ¢

o {(I)C Ao (I) mudy JCI

Cette propriété s'exprime au moyen des éléments de l'anneau A par :

(@) =% W ob)—pa=3 po,
3= =
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Afin de montrer que ces conditions o~ -noethériemmes ne sont pas sans objet,

signalons deux exemples.

Propriété 2.1 = 81 A est un anneauy noethérien 3 gauche unitaire et o un auto-

morphisme de A , A yérifie les conditions (N), (No-) et (P,.).
Preuve. (W) et (Po_} sont immédists. Pour établir (No_), on considére la suite

croissante d'idéaux & gauche

'l - -1
I,co (11)c.o— (IZ)C_...ca- (In)C...

Propriété 2.2 ~ Si A est un anneau artinien simple, ou semi-simple, OU guASie
frobeniusien, et o~ un_endomorphisme indjectif de A , 4 vérifie les conditions

), (@) et (B,.)-

Rappelons qu'un anneau quagi=frobeniusien peut 2tre défini comme un anneau
uniteire artinien & gauche et autominjectif & droite, (ef. G. RENAULT [5) p. 102).
Les anmeaux artiniens simples ou semiwsimples étant gquasi=frobeniusiens, il suffit

de démontrer la propriété 2.2 dans ce dernier cas.

10 (N) est vérifié

29 Nous allons démontrer (Pc‘) et mdme une propriété plus forte (Po'-) qui sera

utile dans la suite pour le théordme 5.% de transfert du paragraphe 5.

(P&_} On a dans l'anneau A :

g q
! = 2 i o= = si=1,.,p.
(2} O‘(ai) 2 7;3 o‘(bij) 5i=T,0.,p =y a8, j§ ¥y bij ;i seresD

Cette propriété {P&_) va résulter du lemme suivant :

Lemme 2.1 = Soit A guasimfrobeniusien. Les relstions de dépendance lindaire :

(3) ai=_2zj b, 3 i=1,...,p

q
3= +

entre le vecteur (ai) d_e__Ap et les q vecteurs (bij> diAp équivalent & la

condition suivante :

p
(4) Quels que soient uy tels que §1 bij u = 0 (3=1,...,4),
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on a : Zaiuizo.
i=1

I1 est clair que (3) _ (4), mais c'est la réciproque qui est intéressante.

Pour g=1 , la condition (4) prend la forme :

b
zbiui:O:—;—.ﬁZ u =0

a,
i= = 7

et on doit démontrer que cette condition entraine 1'exisbence de N € A tel que :

aizhbi sy i=1,.00.,p .

Pour cela, on considére le A-homomorphisme & droite défini par :

il peut &tre étendu, puisque 4 est autominjectif & droite, & un Awendomorphisme
de A (pour sa structure de Ammodule & droite) dans lequel —_ 2.

3 « . - [P — R
Mais : b y—pa, ; done b, = T.b.p—3 Wb, , d'oh a, L3N

Supposons alors la propridté vraie pour g et démontrons=la pour g+1 . Nous

avons donec d'aprés (4) :

D m
12_1 bij uizO implique Z a, w = 03 3=1 suesy q+t

i= *
P
Mettons & part la dernidre relation Z‘, bi g+ uy = 0 , et considérons les autres :
=1 s

_231 bi,j u, = 0, 3=1,...59 . 31 elles sont remplies, on peut définir un
i=

P P
- i . o b . . Or x va décrire un
A=homomorphisme f : x j?_;.‘1 T E‘) a, uy

idéal & droite I dans A , et f peut &tre étendu & un Amendomorphisme & droite

de A dans lequel “‘"")}‘pﬂ . On a alors :

P
X = 1.X py 2 ai v = hq-ﬂ (3;1 bi,q-H ui) .

i=1
D
Donc les égalités 3, bij v o= 0, j=1,...,9 entrainent
“
P i
- =0 ., L! : 4 falt démontre
j§1 (ai )qﬂ bi,qH) ui 0 L'hypothese de récurrence faite Squ:I' q ém.
4 i : - = 2 b. 3
zlors l'existence de )1,...,Rq tels que ai )q—H bi,q+1 ; 5 %5 H

i=1,...,7 , d'ou 1'égalité (%) pour 1l'entier g+l , et le lemme 2.1 est démontré.
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La démonstration de {Pé,} est alors trés simple. Supposons quton ait 1'éga=

1ité :

(5) 0'(8‘)=Zq' A. (b ) 5 i=1,...,D
S = R +

q
D'aprés le lemme, les relations & démontrer : a, = z: p. b3 i=1,...,p,
1 =t 4 I
proviendront de :
D P
J=T1,eeesq Zbijui—:o — Zaiui=0.
i=1 i=1
P b (
Mais - = B o~ =0 3 =1y
ais ?:_1 bij w =0 = 15_:1 o ij> (ui) 7 d yuesQ s

D
et il en résulte d'apres (5) : 2:1 O‘(ai) o"(ui) =0 , c'lestmimdire, puisque o~
P 1=
est injectif : 21 a, u = 0 . La propriété <P¢;‘) est donc démontrdée pour un
i=

anneau quasi=frobeniusien et un endomorphisme injectif gquelconque o de cet

anneau. (I;_) en résulte dans le cas particulier i=1

3¢) I1 reste 3 démontrer {No_), clestmamdire la condition O -ncethérienne propres=

ment dite. Supposons :
(1) e ey ecn...epl 3 ,c—n ...

P

Dans l'smneau A , qui est artinien & gauche, donc qui est un Awmodule & gauche

de longueur finie f,(A), les idéaux & gauche In sont des Awmodules & gauche de
longueur finie b (In)éB(A). Je dis que 1(In)\<£(A c-(In)). En effet, on peut
choisir une suite de générateurs (31 ,a2,. ..
10 Aa1 + Aa2 , Aa1 + Aa2 + Aa3 yeeny 801t une suite maximale dans In

Elle aura donc pour longueur l(In> =p, et l'on a : a, é Aa1 + Aa2 Lo Aai__1

,a ) de I tels gue la suite
P n

d'idéaux Aa

L'idéal & gauche AO‘(IH) aura pour suite de générateurs (o (a1 3, c’{az),..., c'(ap)),
avec la propriété :
o-(ai) é Ar(a1) + Ao-(a2) oo+ Ac'(aiM)

T
En effet, 1'égalité o‘(ai) = Z; }‘j o-(aj) entrainerait d'aprés la propriété

J.__
propriété (Pﬂ_) :
a, = 111 a1 + e +Pi-1

a5

ce qui est contraire & 1'hypoth&se. Il existe donc une chaine de longueur
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p dans Ao‘(In), ce qui démontre £ (Ao-(In}} >4 (In).
Cela étant, la suite (1) implique :

Q(Io)s Z(Aa-(xo))sz(11)s - Q(In)sl(Aa-(In))éz(InH)s

N

dtoh 1'égalité & partir du rang m puisque £ (4) est un majorant de tous les
termes., Pour n 3 m , 1'égalité Aa"(In) = In+1 résulte alors du théoreme de
Jordan=Holder.

3 = Conditions suffisantes pour gue A LX,o- ,81 soit noethérien & gauche

Théordme %.1 = Spit A un anneau unitaire, e~ un endomorphisme injectif de

i'apnesu A , 0 une o =dérivation de A . Si A vérifie les conditions noethém

riennes et 0= =noethériennes (N) et (Na') , 1'annesu de polyndmes B = A[X,0 ,J_]

est noethérien 3 gauche.

Démonstration = Soit I un idéal & gauche de llanneau B = A[X,e, Jj .81
o ]
f = a, o a1 Xn + ... +a € I, l'ensemble des coefficients a, des polyw

nbmes de degré n appartenant & 1'idéal I forme avec O wun idéal & gauche

e, i1

Q

dans A gque nous appellerons Pn(I). Comme Xf = o'(an)

est clair gque :
(6) o ())er (1)

On a le lemme suivant :

Lemme 3.1 = T et J étant deux idéaux ¥ gauche de B telsque IcCJ, 1'égalité

Pn(I) = Pn(J’) supposée valable pour tout n , entraine I =7 .

La démonstration est classique : Cf. C. FAITH (23, p. 341. On considére un polym

ndme f de degré minimum m appartenant & J et n'appartenant pas & I,

soit f = a 4 ... €7 . Comme Pm(J) = Pm(1>, il existe g = a_ = ... €1 .
On aurait alors feg € J , avec d"(f-—g) <m, d'oll fwg €T , et f€I, ce qui

est impossible, et le lemme est démontré.
Considérons alors la suite croissante d'iddaux & gauche de B :

I eIl,cI1,c...cI ...
o} 1 2 n
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On en 34duit le tableau & double entrée d'idéaux & gauche de l'ammeau A @

PO(IO) PO(I1) PO(IJ,)
f [ s
P1(Io) P1(I1) P1(Ij)
Jjo’ [c' [:r
Pi&IO) Pi(I1) Pil(zj)

dans lequel les idéaux d'une mdme ligne forment une sulte croissante d'apreés la
définition de Pn(I), et les idéaux d'une méme colonne forment une suite

0" =croissante en raison de 1'inclusion (6)‘

D'aprés la condition noethérienne (W), les idéaux i gauche de la 1dre ligne
sont stationnaires & partir du rang noo. Considérons alors les idéaux a gauche

n de la 2® ligne & partir de la

o] . . .
colonne no ;s ils sont stationnaires

Lo & partir du rang ngo. Comme PO(In )
o

est injectd par o~ dans P1(In )

0
o= et que P1<In )C. P1(In ), on a aussi

P (1, ) e (1, ) et on forme

o ainsi la suite 6= =croissante
L A

PO(InO)c.;"'....>P1 (In1) Ty r,.t.z:.,Pk(Ink)c;.‘z”_;.Pk+1 (

) o

e

T
nk+1

D'aprés la condition ¢~ =noethérienne (No.), cette suite est o~ =croissante &

i (In

artir du ran, m et on donc pour k 2m : Ao (P (I =P
parti : & done pour k3w s Ao (BT ) = By (T

4

Or on a les inclusions :

) .

Aa-(Pk(Ink))C Py (Ink)c Py (1 e ... C P,y (

I
n‘k+7 nk+1

L'égalité des termes extrdmes entraine celle des termes intermédiaires ; om en

déduit par conséquent nk+1 =1 et par suite :

no=m dés que kazm .
On peut alors appliguer le lemme 3.1, d'ol :
Im = Im+1 = ..

et le théordme 3.1 est démontré.
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Corollaire 3.1 = Si A gst noethérien & gauche, et o= un automorphisme de 4 ,
B=A[X ,0-,§] est noethérien 3 gauche. Conséquence de la propriété 2.1.

Corollaire 3.2 = 8i 4 est artinien simple, ou semi=simple, ou guasiefrobeniusien,
B = ACX,r,é‘:} est noethérien & gauche guel gue scit l'endomorphisme injectif o

de 1'anneau A et la o~ wdérivation § . Conséquence de la propriété 2.2,

Remarque. Lorsque A est artinien simple, G. CAUCHON et J.C. ROBSON (13 ont

démontré tout récemment que A [X,0~,d] est principal & gauche.

4 = Transfert de la propriété d'anneau premier

Théordme 4.1 = Soit A un anneau uniiasire, o~ up endomorphisme injectif de

l'armeauy A, § une o-=dérivation de A . 8i A est premier et vérifie les con-

ditions o~ =noethériennes (), (N¢r> et <Pa-)’ i'anneau de polynbmes A [X,a",JJ
est premier et noethérien & gauche.

Nous utilisons le lemme suivant, qui a son intérét propre.

Lemme 4.1 = Soit A up apneau unitaire noethérien & gauche vérifiant la condition

(%.) pour 1l'endomorphisme injectif o~ de A . 8i s est régulier b droite, il en
est de méme de o (s).

Supposons u e {s) =0, u 5:4 0 . L'anneau 4 étant noethérien & gauche, il existe
un entier minimum n tel que :

(N o-n(u) =% 1 c"n“1(u) + el 7)1 o (u) +)\o woo.

Tiew

onae n>1, car o (u) = 'ho u ér(us) = o (u) o(s) = ho ue{s) =0,
donc us =0 et u=0 . En multipliant 1'égalité (7) par o (s), on obtient :

W) o(s) = N, ™) o (s) 4.+ A o (w) o (o)

d'ol, en appliquant la propriété (Pc') :
w1 Ne=2
e (

u) s =g o u)s+...+p1us

Yo ]
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et, comme s est régulier & droite :

o 1 L
o‘n (u):pnm1 g‘n (u)+...+p1u

ce gqui est contraire au choix de, n minimum pour (7.

N

Démonstration du théoréme 4.1 = Soit B = A[X,0,8] , A noethérien i gauche

premier satisfaisant la condition (Pa.). On vérifie aisément gue 1'endomorphisme
injectif o~de A peut s'étendre & 1'anneau de fractions & gauche A' de A , qui
est artinien simple d'aprés le théortme de Goldie. Si s-1a € A', on pose
cr‘(s-xa) = (O‘ (S)}m1 G‘(a), ce qui est légitime puisque o° (s) est régulier
d'apres le lemme 4.1, et on effectue les vérifications de routine nécessaires.

Supposons alors :

4BPp=0, ®==a +aX+..+ apxp;éo L P=7, + b X4+ quq#o.

il

On a donc ap ,«l- o, bq £0 . L'hypothese o B[b =0 entraine « AB =0, et, en

prenant le terme de plus haut degré :

P b -
Y9er , apo’(h)o'(bq)—o .

Dans 1'anneau de fractions & gauche A' , qui est quasiesimple, on a :

h 1
b =1 A =35 K $ouli tot b =
E O(i ; Pi y ave; ;=8 ; » 5 régulier, d'ol 51 2i 4 p,=s

et, en appliquant oF : 21 orp(ﬂi) o-p(,eq) o"'p(/?i) = oP(s).
i=
En multipliant & gauche par a_, il vient : ap a-p(s) =0 , ce qui entralnerait

ap = 0 puisque c“p(s) est régulier. L'anneau B est bien premier.

C'est le cas si A est noethérien & gauche premier, o= étant un automorphisme

de A et § une o =dérivation quelcongue, ou bien encore

Corollaire 4.1 = 8i A est artinien simple, A [X,0~,d3 st noethérien 3 gzauche

premier quel que soit o~ , endomorphisme injectif de A, et ') , O =dérivation

de A .

5 = Transfert des conditions o mnoethériemnes (N), (No'> et (Po',) lorsque §=o0.

So0it A un anneau unitaire vérifiant les conditions noethériennes (N) et (Ne')‘

Lorsque d=0 , il existe un endomorphisme injectif de 1l'anneau B = 4 [X,0 ]
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prolongeant @- de fagon naturelle, et défini par o~ (X) =X, donc :

wl _ n
P = 2, + 8‘1X L 2 anX — o (P) = o‘(ao) + 0‘(a1)X +...+o‘(an)X

On démontre alors le théoréme de trsnsfert suivant :

Théordme 5.1 (de transfert des conditions ¢~ =noethériennes).
Soit A un snnesu vérifisni les conditions noethériennes (W) et (No.) pour un
endomorphisme injectif o . Alors 1'anneau B = A[X,o0r] xyérifie aussi les cone

ditions o~ =noethdrienncs (N) et <Na')‘

Le transfert de la condition noethérienne i gauche (N) a été démontré au théom

réme 3.1 sans supposer 6: o .

La démonstration de la condition o~ w=noethérienne (Nr) est analogue. On adapte

les lemmes de la fagon suivante :

Lemme 5.1 = I et J &tant deux idéaux b sauche de B tels que o-(I)c J,
1'ézalité A d‘(Pn(I)) = Pn(J) supposde valable pour tout n entraine BO'(I):J.

La démonstration est analogue & celle du lemme 3.1. Considérons un polynbme f de
degré minimum m appartenant & J et n'appartenant pas & Bo-(I) ; soit

T = ame +...€J . Comme on a PmI()J) = 4o (P_(I)), le coefficient a & Pm(J)
peut s'écrire sous la forme a = 15 hi a‘(bi) avec f, = biXm + ...€I.0nen
déduit T -Zhi o'(fi) =gkd , avec d° g<m , et g€ B o (I), ce qui est

contraire au choix de m .

Démoustration du théoréme = Soit la suite o= w=croi$sante d'idéaux & gauche

dans B :
Ior"", Z[1 <= 5 ...

On en déduit le tableau & double entrée d'idéaux & gauche de A

P(Io) ey P(L) « Ty oon PU(I)) ey ...
o o~ I:o—'
~

~f
P1(Io)c_"'_.> P (1) e 5. Pi(Ij)cL;

FOF o F

Pi(I,) ey Pi(I1) e 5 .o 2i(15) e =y
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g~ =croissantes d'idéaux

dans lequel les lignes et les colonnes forment des suites
(Ncr) dans A , la lére

4 . D'apres la condition o~ =noethériemne

o =stationnaire & partir du rang n . On considére la suite

4 partir de a s elle sera

& gauche de

ligne est

o —croissante constituée par la 2&me ligne
O~ mstationnaire & partir du rang oy, et ainsi de suite. Considérons alors la

suite O ecroissante : PO(IO) .S PO(I1) €T 5. C.ET

PO(InO) e P1(Ino) e P1(1n0+1) CoT 5 ... coy P1(1n1)

> P2(1n1) ? P2(1n1+1)

C_._.._7P2(I )d-__y vee
2
Dtaprés la condition o encethérienne (Nr), cette suite est ¢ =stationnaire &
partir d'un certain rang h . On choisit 1'entier m tel que Pm(In ) se place
m

n
o

—

dans la suite précédente au deld de ce rang h . On aura donc la suite partielle :

[t o
Pm(zn ) — Pm+1(1nm) L Pm+1(1nm+1) T3 .-+ ¢ 4 Pm+1(1nm+1)

m

.

avec les propriétés :

Ar(Pm“nm)) h Pm+1(1n ) s A".(Pmﬂ(lnm)) = Pm+1(Inm+1) P

1)) = Pm+?(1n )

Aa-(%MJ(I _
mt 1 m+1

n

Cela prouve que : noyg = nm , et on voit de méme que no=1n dés que k 2>m .

On peut alors appliquer le lemme 5.1, qui démontre :
I =1 = ...
m m+1

clesteiimdire le théoréme 5.1.
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Toujours dans le cas §=0 , on peut compléter le théoréme 5.1 en démontrant
que les conditions noethériennes (I\I) et (Na_) dans A sont nécessaires pour que

N

l'annmeau B = ALX ,0~] soit noethérien & gauche.

Théorsme 5.2 = Si l'anneau B = A [X ,0-J esi noethérien 3 gauche, 1'anneau A

vérifie les conditions noethériennes (N) st (No‘>'

Démonstration = Pour (N) il suffit de démontrer gque, si I est un idéal & gauche

de A, 1'idéal & gauche BI engendré par I dans B vérifie :
BI n A =1,

En effet, B é&tant noethérien & gauche, 1'idéal BI est engendré par un nombre
fini de générateurs :'L1 yeees i_pe I . Soit alors x = f1 11 + ..t fp ipe BInaA,
avec fj € B, j=1,...,p . En prenant le terme de degré zéro du second membre,

on obtient :

i, + ... +a_ 1 € I.
P P
(Cette égalité ne serait plus vraie si ) 74 0).

Pour (Nd.) , on considére la suite d'idéaux A gauche de A ¢~ mcroissante :
IOC_L) I1 T 5 ... , et, dans B = A{X ,0-] , la suite croissante mvec n
d'idéaux & gauche 3

BT + BI, + ...+ Bl X .
[¢] 1 n

La condition neethérienne & gauche dans B implique l'existence de m tel que,
pour n®» m , on ait :

T o™ e s +BLx+... BT B
n+1 o 1 n

+1 . s
Donc, gquel que soit in—ﬁ € In+1 , on a en prenant le terme im—i Xn/ , 1'égalité:

i = z 3, °-H+1(io> DM }1 O'H{i1) b+ 2 hnd‘(in) ,

0+

les Z‘ désignant des sommes finies. Or le 2&me membre appartient par hypothése

3

a A G“(In), ce qui démontre :

In+1 = A 0"(In) dées que n »m .

Corollaire 5.1 = 31 B = A[X ,o~] est noethdrien & gauche, B gst également

o =noecthérien & gauche.

231



!

3,

Corollaire 5.2 w Si A est noethérien et ¢ enoethérien & gauche, il en est de

méme pour AEXV X2 yeres Xn,o-J .

Enfin, on peut noter également la propriété de transfert de la condition <Pa")

du paragraphe 2 .

Théordme 5.3 (Transfert de (Pc'-)) - Si 1'anneau A vérifie la propriété (P,'_),

il en est de méme de l'anneaun B = ALX ,o ]

Ecrivons en effet dans l'anneau B  les égalités :

q
(8) o () = 3§1 A, o-(Bij) , i=1 4000, D

BExplicitons les polyndmes :

n n n

r T T

4 = 2 2. % Bl;} B Z leI‘ o ‘A'g . 2 )gr x
=0 =1 r=1

n étant le degré mazximum, certains des coefficients pouvant &ire nuls. Les

égalités (8) domment dsns A :
41 .

(9) 0"(a_ ) = Z hjs g-s (bij r—s) ; 1i=1,...,p 3 T=0,.,n.

B IPRINN . I ’

S=0,.c.,T

La condition (Pc;') valable dans l'anneau A peut s'appliquer aux p(n+1)  équae
tions (9) pour remplacer les a{n+l) coefficients zjs par des termes c"(pjs).

On obtient ainsi :

g
AizzijlJ H i=1 ,004y, P
3=
& r
olt le polyndme Pj est 2 pjr X . La propriété (Pa") est donc démontrée
=0

dans B .

Corollasire 5.3 = Si A est un snneaw sriinien simplse, ou semiesimple, Ou quasim

frobeniusien, et si @= est un endomorphisme injectif de A , l'anneau de polynGm
mes de Ore A[XQ, X2 seses
et (V) et la condition (B1)

Xn,a"_'} vérifie les conditions noethdriemmes (N)
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6 = Remarques et problimes

1. 3i 1'on suppose §=0 et A avtinien simple (resp. semi-simple), 1'anneau
B=A[X ,0o] est noethérien & gauche (Corollaire 3.1) et 1'idéal BX = (P est
bilatdre premier (resp. semiwpremier). J'ai démoniré €3] que la condition de Ore
& gauche est vérifide dans B pour les éldments rdguliers modulo G) . Cette
démonstration est méme & 1'origine de ce travail, car les conditions N, (Nc_)

et (Po") y jouent un réle.

2. Sans avoir étudié systémetiguement 1l'indépendance des conditions (), (Nr)’

(l:;_), (P‘,‘.), je peux noter le résultat suivant :

(N) et (Po"} n'impliguent pas (Nc'-)' I1 suffit de prendre l'anneau A =k[ 1],
k corps commutatif, et l'endomorphisme o : £(¥) — f(YZ) . On considdre 1'idédal
4 gauche I = AY pour lequel o (I) € I ; si (N,) était vérifide la suite
O =croissante :

I c?_; I cr_7 c 351 c_;_:;
serait o~ wstationnaire, ce qui donnerait I = A o(I). Or on a 4 o (I) =24 Y2
et I = AY # AY2 . De plus, le lecteur pourra vérifier facilement que les condie
tions (Pc-) et (P;_) sont satisfaites. Par contre, si A est artinien & gauche,

(E;.) implique (Nr) comme on l'a vu au paragraphe 2.

3. Enfin, il reste & étudier le cas ol J £ 0, et d'abord les extensions possibles
de o et § , qui sont définis sur A , & l'ammeau B = ALX,o~,d] . J'ai des
résultats dans cette voie dans deur cas intéressants : le cas o o =1Id , et le

cag ol o et J sont permutables.
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PROPRIETES DE TRANSFERT DES EXTENSIONS D'ORE

par

Elena WEXLER-KREINDLER

§1 - Introduction

Dans toute la suite tous les anneaux seront supposés associatifs et unitaires.
Nous dirone gu'un anneau A est muni d'un couple différentiel (2,5) si T
est un endomorphisme injectif de A , T(1) =1 et si d est une T-dérivation

de A, i.e. un endomorphisme du groupe abélien sous~jacent & A , qui vérifie
Vaer, Yoer, §(ab) = =(a) §(b) + S(a) b .

81 T est 1'identité, § est une dérivation usuelle de A .

Un sur ammeau R de A , ayant m8me unité que A , s'appelle extension d'Cre

de A associde au couple différentiel (v,§) , si R contient un élément t , tel

que l'ensemble {‘cns Rinelli soit une base du A-module 3 gauche AR &t tel que

pour tout a€h , ta = T{a)t +J(a). Notation :+ R= 4[4 ;8,53. Les &1léments
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de R sont des polynBmes en t & coefficients dans A et ces derniers ne commut-

tent pas avee t . Le degfé et le coefficient directeur d'un élément non nul

f de At ;‘C,J'] ont leur signification usuelle dans un anneau de polynbmes.
Notation : deg (f) et c(f). Nous allons désigner par u(a) 1e groupe des éléments
inversibles de A , par Z(A} son centre et par Fix(?/A) 1tensemble

faed /2(a) =a}.

Ces "anneaux de polyndmes" ont été introduits par 0. Ore (14), qui a montré
que si K est un corps, alors K [t ;T,d] est principal & gauche et que si en
plus ¥ est surjectif, alors c'est aussi un anneau principal & droite. La théorie
des extensions d'Ore apparalt comme une bonne source de "mauvais exemples" en
algdbre non-commutative, spéeialement lorsque ¥ n'est pas surjectif. Clest 1la
quton itrouve des ammeaux admettant des corps de fractions seulement d'un seul cbté,
ou bien des anneaux héréditaires & gauche et dont la dimension globale & droite
est un entier positif quelcongue ou bien infinie (v. (10) et (1)), On peut

trouver un aper¢u des résultats les plus connus dans (4), (6) et (7).

Dans ce qul suit nous présentons une classification des extensions d'0Ore (§2),
une étude de certains cas ol la quasi-simplicité de l'anneau A entraine la méme
propriété pour son extension d'Ore (§3), ainsi que certains résultats de
A.V. Jategaonkar ((12) et (13)) sur les extensions d'Ore d'annesux semi~-simples
et d'ordres dans des annesux artiniens % gauche, assocides & un endomorphisme
injectif, dont le théoréme final est le théordme 7 du $4. Le choix de réunir dans
un méme exposé ces propriétés permet entre autres de prouver par des exemples,

peutmdire moins comnus, l'existence des différents types d'extensions d'0re.

§2 w Claggification

Lemme 1 = Pour une extension 4'0re R = A [t ;2, Jj de l'ammesuy A, il ¥ a

éguivalence entre :

i) s =xt+y, avec (x,y)eU(A) X A

]

 §
i1} R = A [e 25,5 J et des &1éments de R ont mBme degrd par rapport aux

bases itn; nelNi et an; nemi .

Si ces conditions sont remplies,” alors on a :

(*) Vaea, €(a) =zo(a)x™ et 8(2) =ya=2(a)y+x8(a) .




T

Nous dirons que les couples ('5,5) et (‘&', 5!) de A sont dquivalents, stils
vérifient la condition (*) du lemme | . Clest une relation d'équivalence dans l'en-
semble des couples différentiels sur A . Si 7 est un endomorphisme injectif de
1'anneaun A et x€A , alors 1l'application a, yxa - T(a)x est ume ¥ -dérivation

de A , appelée ¥ ~dérivation intérieure définie par x .

Soit R=A[%t ;%,§]; 2 est un automorphisme inbérieur de A si et seule—
ment si toute la classe d'éguivalence de A contient seulement des automorphismes
intérieurs ; dans ce cas celtte classe contient le couple (1,5’) N .S' étant une
dérivation usuelle. De m8me, S est T ~intérieure si et seulement si toute la
clagse de (?,5) contient seulement des dérivations intérieures, auquel cas

cette classe contient le couple (‘b", O) ot O est la dérivation nulle,

Lorsgue A est un corps, C(A) = A et siniwni J ne sont intérieurs, on
a 1'inclusion 2{4)€ Ker § nFix{T/4). Dans {4) P.M. Cohn pose le problime d'étendre
ce résultat lorsque T n'est pas surjectif, Nous allons montrer que le méme résultat
reste valable dans les cas suivants :
a) A corps et T(A) £ A
b} A quasiesimple et Z(4) = A . C'est une conséquence du théordme

suivant (? 7} H

Mhéoréme 1 - Toute extension d'0Ore R , associde & un gounle différentiel &,
de l'anmmeau A , vérifie une des conditions suivantes @

1°) il existe xX€R , tel gue R = ACx] ;
t
2°) i1 existe =x€R et une dérivation usuelle § de A, tels gue

R=4ACt; 8'1;
1
30) il existe xX€R et un endomorphisme injectif & de A , tels gu
R=4Ct; =1

49) T laisse fixes les &1éments du centre 2{4) et Jz(A)av(a) = ¢ 3

50} 2 ne laisse pas fixes les éléments du centre Z(A) et

(1-1) (z(a))n vla) = ¢ .

La démonstration s'obtient & partir des lemmes suivants, ou A est un anneau,

sur lequel est défini un couple différentiel (z,d).

Lemme 2 - 8i z€Z{A) et 55(2) est la T -dérivation intérieure de A définie

par §{z), alors pour fout a2€4 , 53.(2) (a8) = (z - T{z)) S(a) .
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Lemme 5 — Si © pe laigse pss fixes les éléments du centre Z(A) et s'il existe

-
z2€7(4) avec z -z(z)E u(4), alors J est intérieure, définie par (z=T(2)) §z).

Lemme 4 - Si % laisse fixes les éléments du centre et si celuimci contient un

élément =z dont la dérivée est inversible, alors T est intérieur et défini

par 3(z).

Lorsque A est un corps, la condition 5° du théoréme 1 est contradictoire
et par conséquent, si ni T ni <)~ ne sont intérieurs, alors Z(A)SFix (?/A) et
J(Z(A)) =0 . Lorsque A est un corps commutatif, la condition 4° coIncide avec 1°
et par comséquent ou bien T, ou bien S sont intérieurs. Dans ce cas, si z(a) yé A,

glors 5 est intérieure.

Corollaire = Soit (‘5,5) un_couple différentiel défini sur l'anneau guasi-gimple A

et soit T(A) =4 . Siniw ni cy ne sont intérieurs, alors Z(A)S Fix(e/a)

et §(z2(a)) = {03 .

En effet, dans ce cas Z(A) est un corps commutatif, Z:(Z(A)) = Z(A) et par

conséquent 5° est contradictoire. Il reste que A L[4 ;'E,J] vérifie 4°,

Dans le paragraphe suivant on va exposer un exemple, % & P.M, Cohn (3),
d'extension d'Ore du type 4° d'un corps, ol & n'est pas surjectif et J n'est pas
intérieure. Dans le dernier paragraphe nous allons construire un exemple d'extension
d'0re d'un anneau semi-simple A qui vérifie la condition 5°, ol ’C(A) 74 A et J

n'test pag intérieure.

$3 — Extensions d'Ore d'snneaux gquasi=-simples

Lorsque A est un anneau quasi-simple de caractéristique 0O et d est une
dérivation non intérieure de A , ltextension R = A [t ; SJ est quasi-simple et
Z(R) = Kerdn zZ(A), ef. (1 ). Ce théorime peut 8tre obtenu 3 partir d'un résultat
quelque peu plus général, qu'on va établir plus loin.

Dormons d'abord quelques résultats techniques, pour un couple différentiel

(’6,5) de 1l'anneau A , avec T(A) = 4 ,
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Lemme 5 ~ Pour tout entier n»O0 , l'application Jn = Z v JT est une
k=0
T ~dérivation de A . 81 5 est intérieure et définie par x , alors Jn est inté-

Tn
rieure et définie par Z‘ ':k(x)
f=o

Lemme 6 = Pour tout éldment a de A et tout entier n>1 , il existe

P € ALt 3w, de degrd & n-2, tel gue

n—1 |
et < (a) 1 + pna .

tna =‘C’n(a) tn + J
Dans ce qui suit nous allons supposer que A est quasiw-simple, gue zla) =
et nous allons établir quelques résultats concernant les idéaux bilatéres des exten—
sions d'0re ALt ;%,5]. Une partie de ces résultats sont analogues & ceux présen—
tés, pour le cas d'un corps A de coefficients, par €. Cauchon dans son exposé au
Colloque dlalgdbre qui a eu lieu en juin 1976 & Orsay en 1l'honneur du professeur

L. Lesieur.

Propogition 1 - Tout idéal bilotdre nom nul I d'une extension d'Ore R = A [t;%,3)
d'un anneau guagi-simple A est p_ra.nc:.gal gauche et & droite et i1 est engendré
paT un polynBme unitaire f = t° + 2 2, £, el our tout aeh , fa =€ (a)f

et i1 existe c€A , Lel gue tf = f(t+c).

Preyvg =~ Soit I un idéal non nul de R de degré winimum =n ,

i.e. n = nin fdeg(f) 1 0 # f€I3 . On ddsigne par cn(z) =§ojv{aenllirer ,

£ = at”™ + £, deg(f1 Jenl. Cn(I) est un iddal & gauche non nul de A et, puisque
T est surjectif, c'est aussi un idéal & droite, par conséquent Cn(I) =4 et il
existe fe€I , tel que f = £ g , ou deg(g)< n , Il est immédiat que f est
unique avec ces propriétés. On utilise le lemme 6 et on montre que tout élément non
nul de I est divisible & gauche et & droite par f , d'ol I = Rf = fR . Alors
pour tout a€A , fa€l et il existe b€&A , tel que fa = Dbf , Or c(fa) =‘t‘:n(a),
d'ohr b m’tn(a). De mme +f€I1 et il existe g€R de degré 1 , avec tf = fg et

puisque f est unitaire g = t+c , c€4 .

Soit %= un automorphisme non intérieur d'un anneau quelconque 4 . Nous dési-
gnonsg paxr z l'image de % dans Aut(A)/Int(A) par la surjection canonique et par
Intc(A,) 1'ensemble des automorphismes intérieurs de A qui sont définis par des
é1éments inversibles de A et laissés fixes par © . Int,C(A) est un sous-—groupe

de Int(}l) et un sous=-groupe normal du sous«groupe<?:>1ntu(.&) de Aut(A), car T
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commute avec tout éléuent de ]’.ntz(A). Nous désignons par = 1ltimage de = par la

surjection canonique de <Ts» Intt(A) sur le groupe cyclique<® » Intt(A)/Int,c(A)
engendré exactement par 2" . Dans ces conditions cn a le résultat suivant.
Lemme 7 =

a) Le groupe <%> est fini si of soulement si <> est fini ;

~ ¥
b) Seient & =|<T>let m=]<¥> rfinis, Alors s divise
n gt n/s = k¥>naInt(a) :<¥>aIntf4)] ;
u
c) Soit uel , iel que T € Intz_(A). Alors m divise u et a @ yez(4) ,

ot a ety sont des éléments inversibles de A , laigsés fixes par T,

s g s i U .
gul deéfinissent ® gif ¥ , respeciivement.

1)

Preuve

a) Notons que l'ordre de % est le plus petit entier positif s , tel que
2° € Int(4), s'il en existe, sinon|< >l est infini. Soit bEU(A), tel que =~ soit
intérieur et défini par b . Posons ¢ = ‘83"1(1)) e 2{b)b . Alors
z(c) = be b_1 = Cs(c). Oor ‘Cs(c) = gas- (b) ... ‘us(b) =c , car ‘Cs(b) =b .
Onzen déduit c€PFix &/U(4)). On vérifie que 1-_-52(11) = cxc'"1 pour tout €A , et
e eInt,c(A), ¥ gtordre fini. La réciproque est vidente.

b) Les isomorphismes
<T¥> =<'C>Intt(A)/Int,c(A) ~<cT7/<Tr A Int (4)
A
< T > =T> Int(4)/Int(A) 2 <T>4kT> N Int(a) =

~ kT krrn Intt(A))/(< Ty nmt{a)kTrn Intt(A))

prouvent l'assertion.

c) Soient a ety deux éiéments de Fix(‘z/U(A)), tels que pour tout x€4 ,
on ait €%(x) = axa” et 2 (x) = y}ry—1 . Alors &*% =1 et m divise u . Pour
tout €A, on a

- ’ z _y
amyxy_ amzam‘cu(x)a = x

Bl

ce qui prouve a yE€Z{A).

His

1)

communiquée par G. Cauchon., Nous 1l'en remercions.

2
La démonstration du fait de T € Int{4) entratne =% ¢ Int,c,(A) nous a été
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Le lemme précédent permet de déterminer les idéaux bilateres de l'extension

d'0re ALt ;T]d'un anneau quasi-simple. Par la suite A est de nouveau supposé

quasi-simple.,
n ! i
Lemme 8 = L'éidment nop nul fe€R = ALt &I, £ = ¢ + Z' ai‘c engendre un idéal
i=o0

bilatere Rf si et seulement si +f = ft et pour tout x€ 4 et tout entier

i€ [0,n-11, a; ?.:l(x) = 2 (x) &; . Dans ce cas, les coefficients non nuls de £ sont

inversibles et laissés fixes par T .

Preuve - On utilise la proposition 1 et on note que 5 = ‘C'n(x) £ , pour
tout x&€A . Alors Yie€[0,n~11 , Vxze4 , s, & (x) = ="(x) a, - 81 a £0,
alors aiA = Aai et c'est un idéal bilatdre non nul de A , par conséquent aiA =&

et a, est inversible. De if = ft+e) on ddduit

T ne=1 1] .
n+1 i+1 n+1 i+l n n i i
kA + E ) ‘Zr(ai) % =1 + iE..O a; i + (c:) 7+ izwo ai Z:l(c) 7.

Si a # 0 , alors de ac = 0, on déduit ¢ =0 . Soit aJ.:O , pour tout
j€l0,i-1] et a, #0 . On déduit de O = a, 2 (c) que c=0 et pour tout
i€l0,n-11, %®l(a.) =a, .

1 1

Dans 1'énoncé suivant on utilise les notations du lemme 7.

Proposition 2 -~ Llextension R = AL+ ;%] n'est pas guasi-simple. R admet les

idéaux bilatires R £ pour toul entier positifs n . Si z est dlordre infini,
alors ce sont les seuls idéaux de R . Si T est dlordre fini, les idéaux bilatdres
Rf = fR autres que les R g é minimum supérieur ou égal 3 1'ordre
*

nde T és par mes itaires

whtk | &5 h=j  mj+k

T It B
jo °

x,

hel , k€[0,n-1] , c.€ Fiz@/7(4)), a ayant la signification du lemme 7.

o4

Preuve - Puisque ta = ©(a) t*, Rt" = t"R est wn idéal bilatdére non nul de R .

Par le lemme 8, si Rf = fR et si ai est un coefficient non nul de f , =z
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A
est intérieur, ce qui entraine que T est d’ordre fini. Dang ce cas, pour les
entiers i€ ([0,n~-1], pour lesquels a 74 o, ’c’n € Int (A) Par le lemme 7,
m divise n-i et ¢, = & == a, GZ(A) On déduit n»m ,

. 1
Ne=d

c]!- =a B a; € Fix(®/z2(a)nUu(4)) si a, £0 et c' =0 si a, = 0 .
n~i
Posons a; =a m c; - Soit I un idéal bilateére de degré minimum n =mh + k ,

0€k<m , engendré par le polynfme unitaire £ et soit 1&[0,n-13, tel que

m divise n=i, Alors i = n-md , ol €Ll1,n] . Posons 3=h~-% , j€[0,b-1] et
n=i .

ij =mjtk . 81 1 # ij , alors a.=0 , Si i = ij , alors T:t: h=j et

. i
h- N
a. = a 3c;.,ou on pose c¢. = c¢; . Alors
e 3 3 3
d
mh+k 5l s m3+k
f= +§ c a s

=0

ol a éle(‘U/Z(A)), aele(‘c’/U(A)) avec ‘Um(x) = ::ncam1 , pour tout xX€A et m
l'ordre de C . Réciproguement, un tel polynfme engendre un idéal bilatére Rf=fR,
car il vérifie les hypothéses du lemme 8, En effet, ft=tf , puisque les coeffi-
cients de f sont laissés fixes par T . D'autre part, 1'égalité, pour tout =x€4 ,

hej j+k + - R Sk hej j=h
c, & I M%) = ok k(x) e R , Squivaut & = iy) = a™™ vy &l pour
tout y€A , qui est vraie d'aprdés la définition de m et de a et d'apres le fait

que cje z(a).

Pe) -~
Qorollaire — Si % est d'ordre infini, alors 2(R) = Pix(e/z(A)). Si T est d'ordre
fini, zlors 2(R) = FLa %1, oh F = Piz@®/z(4)), u Llordre de ©° et

a€Fix{®/U(n)), tel que To(x) = axa™ pour tout =x€ A

Dans ce qui suit on suppose que J est une dérivation non intérieure de
1'anneau quasi-simple A ., On utilise la proposition 1 pour vérifier le résultat

suivant.

Propogition 3 - Le polynbme unitaire f€R = A [t ;53 engendre un idéal bilatére

Rf = fR gi et seculement si f€ Z(R). R est quasiesimple si et seulement si
#(R) = Ker§ 0 z(4).

Le résultat d'Amitsur montre que, en caractérisitique nulle, z{r) = Kercfﬁz(ﬁ).

Remarque -~ Soit A un anneau quasi-simple de caractéristique p>0 et soit
R=4AL% ;43 , ol 5 n'est pas intérieure. Tout polynbme fe& Z(R) est de degré

0 {mod p) et ses coefficients sont de dérivée nulle.

it}

n
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Théordme 2 -~ Soit 2 un sutomorphisme non intérieur de l'spnesu guasi-simple A
et soit R=ALCt ;2,01, Si, pour tout entier nz0 , la T=dérivation

I ke -
Sn = 1:4—.'- 8T i n'est pas intérieure, alors R est guasi=simple.
=0

- .

Preuwve - Soit I un idéal bilatdre non nul de R et soit £ = £ + E a, t7 le
i=0

polyndme unitaire de R, tel que I = Rf . On suppose n»0 ., On utilise la propo—

sition 1 et on déduit que pour tout a&ld ,

S, T ra_ @) - Pa)a =0

-1
car clest le coefficient de + dans fa - Cn(a)f . Alors é'n 1 est intérieurs,

ce qui contredit l'hypothése. I1 reste n=0 , f=1 et I=R .

Remargue -~ 31 & est 1'identité, alors Jn =nd .81 A estde caractéristique O,
slors nd n'est pas intérieure si J ne 1'est pas et on retrouve le résultat
atamitsur (1).

Nous terminons ce paragraphe par un résultat daft & J.H. Cozzens {5) concer~
nant la quasi-simplicité de l'extension d'Ore d'un corps de caractéristique O ,

associde & un couple (®,8), ol % n'est pas surjectif.

Théoreme 3 = Soit A un corps de caractéristigue O g% soit R = ALt ;t,d1,
ou et J ne sont pas_intérieures et vérifient les conditions suivantes :

a)ed+3v =0
. ‘s o n Tie= 7§
b) 8i xed yérifie zx ' (a) = ¥ “(a)x pour tout a€ld et pour un
entier je€li,nd, alors =x==0 ;
c) gquel que soit llentier m®1, 5 prest pag la restriction 3 ="(4)

N . -
d'une T _=dérivation intérieure de A , ot n = 1,2 ;

a) guel gue soit 1'entier nw1 , §° n'est pas une 2'~dérivation intérieure
de A, définie par un Slément de Fix(e/Ker &).

Alors R est un amneau gussi-simple, principal & gauche et integre.

Preuve = Soit I wun idéal bilat®re non nul de R . Puisque I est principal 2
gauche, il existe un polynBme f€R unitaire, tel que I = Rf . Puisque IR&I ,
on déduit que pour tout a€4A , fa = 'Cfn(a)f et qutil existe be€A , tel que

£t = {t+b)f, Si deg(f) = 2n>0 , alors on dddwit £ = & + a, , ce qui entraine
b=0 et a € Fix(®/Xers). Par conséquent 52{1(&) +aa =ﬁ2n(a)ao , pour tout =a€A4,
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ce qui contredit d). Si deg(f) = 2n+1 , alors fa = Cn(a)i‘ , pour tout a€4h ,
contredit c¢). On déduit deg f =0 et I=R .

Remarque 1 - Si 2 est surjectif le résultat précédent ne s'obtient pas du
théoréme 2, car la condition a) signifie 5'1 nulle. Si A est un anneau quelcone
que, T un endomorphisme injectif et si J(A) contient des non=diviseurs de zéro

N

3 droite, alors la condition a) est équivalente & la condition suivante :

2
a') d est une 'ﬁz—dérivation de A .

Remarque 2 — S1i ¥ est un automorphisme non intérieur de l'ammeau quasiwsimple A
et si le couple (’B,J) vérifie les hypoth®ses du théordme 3, alors R = ALt ;-'?-‘,53

est quasi-simple.

Bxemple (ef. (3) et (5)) ~ Soit k un corps commutatif de caractéristique 0 et
soit A 1l'algébre associative libre sur k , engendrée par l'ensemble
B = ixo,x1,...3 , A= k< X aree > . I1 existe un endomorphisme injectif

unique T: A __5 4, ‘C(XO) ==X, V(Xi> = , i»1 . On pose

X,
txi’xoj = 'C(Xi)xo - X E =T, et on définitlgjar récurrence

yi,ﬂ,—m =Lyi.9;’xoj = ?-'-'(y“/) XX Yy On plonge A dans un corps gauche K de
la mani®re suivante. Soit k = k(tin ; 1€MW , n€M*) le corps des fractions
rationnelles sur k en les indéterminées tin . Boit ot k __y k W endomorphisme
de ¥k oqui laisse fixes les éléments de k et tel que O'(’cin) = ti,n+1 y pour
tout i€N et tout n€W* . Soit D=%k[Y ;o] 1l'extension d'Ore de k associde
4 o~ . D admet un corps de fractions & gauche, soit K . On plonge A dans K :
on associe tﬂ Y a X et & tout élément de k le m8me é1lément dans X ,

ef. {8). On identifie %5 S ti’! Y et on définit un monomorphisme 4'anneaux

T: K —3 K quil prolonge celui de A , en posant z(a) =a pour tout ae€k ,
’C(’con) == ton pour tout n=l , t(tin) = tiH n pour tout il et ’C’(Yn) =7
pour tout nzl . Ona Too =o€ , T(K) 74 X , car % ¢='(K) Sur X on définit
la T-dérivation intérieure : d(y) = @(y)xo—-xo‘y , pour tout ye&€X . Soit E le
plus petit sous-—corps de K , contenant k , les Xi , 1=z1 , les [.Xi,xoj , 121
et les [yiﬁ,’xoj pour tout 1izl1 et tout /Q»O . Alors TId+dzT =0 s J(E)E.E ,

t(E)SE et J ntlest pas intérieure, car Xo é B (voir (3)).
Les lemmes suivants permettent de montrer que le couple (’t,5} vérifie les

hypoth&ses du théoréme % sur le corps E et que par conségquent E L% ;’&,Jj est

quasi~simple.
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Lemme 9 ~ Sgit a€X . On _suppose gu'il existe un entier N»>0 , tel que pour tout

entier nspN , ath =1 Ya , oi n=-J»0 . Alors j=0 et a€k .

n=3j,1

lemme 10 = Si a2€B yérifie zla) =a et 5{(a) =0, alors aek .

Remargue — Le centre de E est k , puisque ni € ni d§ ne sont intérieurs et par

le théordme 1, Z(E)e Fix(e/Kerd ) d'oh 1'égalité k = Z(E).

§4 ~ Extensions 3'Ore d'ordres dans des annesux artiniens b gauche

On sait qu'un anneau de polynBmes sur un ordre dans un anneau ariinien est un
ordre dans un anneau artinien (16), Nous allons exposer quelques résultats dfis %
AV. Jategaonkar ((12) et (13)) qul montrent que ce résultat reste vrai lorsqu'il
stagit des extensions ALt ;%3, o A est un anneau semi-simple ou plus généram
lement un ordre dans un anneau artinien & gauche et ® un endomorphisme injectif
de A . A la fin du paragraphe nous donnons un exemple d'extension 4'0re d'anneau

semi~-simple, qui vérifie la condition 5° du théoréme de classification.
H4

On congidére un anneau semi-simple A , qu'on décompose en somme directe
dtidéaux bilatéres minimaux. (Pour les questions concernmant ces anneaux, voir (2)).
Soit 9 1l'ensemble fini, de cardinal w , des iddaux bilatéres minimaux de A4 .,
On désigne par Im 1'intervalle L1,m3 dans N . Une numé;ation dem 33 est une
bijection ¢t I s ®. pPosons @(i) = B, alors A=08 B = 121 (i), On

désigne par g, 1'idempotent de A , tel que Bi = Bigi = Agi .

Propogition 4 - Soit € un endomorphigme jinjectif de l'azmpesu semi-—simple 4 .
Pour toute numération des compogantes simples de A , il exisie exactement une
permutation Te {m , telle que =(B))s By(y) Rour fout entier i€T . Les compe-

i B, et B /. 8 L) = .y . Soient
santes simples 5 et () ont méme longueur et %(gl) g,n,(l) Q
E1 ""'Ek les orbites de T dans Im . Alors, pour chague ,eeIk , 1'idéal

bilatére AJZ ='®€E Bi est € —stable, ne dépend pas de la numération choisie et
i

o . L 5 H = 7 3 fo = .
admet dans R = ALt ;T] llextension d'Ore RL A% [tfz, .QJ P QU g = .2 B, g
ﬁtgk est la restriction de & & A.E . RL est un idéal bilatdre de R ei
E=,8 R .

R
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Preuve - Soit A:j?1 Aej la décomposition de Aen somme directe d'idéaux & gauche

minimaux. Alors 35 ©(e.) =1 , w(a) = 6 =(a) (), B(a) T(e)ere(s) et
J=1 J =1 J J J
g?’(ej}}1$

n

A = '®1 A ?I(ej) et que par conséquent pour chague ,jeIn s A’C(ej) est un idéal
J:

4 gauche minimal. Bn plus les A-modules Ae. et fe., sont isomorphes si et seule—

jen est un ensemble d'idempotents orthogonaux. On déduit que
~

ment si sont isomorphes At(e.) et Av(e.,}. Par conséquent il existe une permuta-—

tion'ﬂ'e'gm » telle que pour tout i€I , ‘C(Bi) & B.“( ) - Soit n, 1la longueur

i
ﬁ‘ m
] . = Ly = t i . .
de la composante simple Bi Alors £ ni E; n“(l) n et puisque nls n.n_(l>
on déduit n, =n_,.y . Soit B, = & Ae . la décomposition de B, en idéaux
i (i) i es€B ) i
minimaux isomorphes. On obtient B_, .\ = & At(e.) et si g = Z‘ e. est
(o) = o e, ATl 1= .2
3 .

_ _ _ ‘214 s g.. 1
tel gue Bi = Bigi = Agi , alors g_n,(l) = ’C(gi). L'élément unité de llanneaun Al

étant f}, = i?s:‘ gi , on déduit que t<f2) = fﬁ et 11 s'en suit que Al est
T ~stable. Si @, est une autre numération de @, alors il eXisteo“egm , tel
que Q=<(71e"' et la permutation associde a (P1 est TT1 = «:r"ﬂ‘es"'_1 , dont les
orbites sont exactement 0"(}31 Yyeuns o-(Ek) L'égalité

A2= i@e Eg, Q(l) = je‘(ii’_(%)‘h (3) prouve 1'indépendance de A,Q. . On vérifie sans

difficulté les autres affirmations.

Proposition 5 — Soit T un endomorphisme injectif de I'anneay semi-simple 4 ,
tel gue 1g permutation T G/gm associde & & soit circulaire. Il exigte un

morphigme injectif W de l'anneau A , dguivalent 3 % et pour ghague i€ In
un._corps DigBi ayant mbme €lément unité que Bi , lels gue :

m
a) le sous-—anneau gemi~simple D = A®1 Di soit y=stable ;
l:

z

b) le permutation gssocide 3 1a restriction ¥y de Yi2D egt émale d W

¢) R=4Lt;elxals ;vnza'(m(bz:s ;v D).

, (i) = i+t et que W(m) =1 .

Preuve = On suppose que pour i€ Im ’
n -

Soit B1 = j§1 B1ej la décomposition de la composante simple B1 de A en somme
directe d'idéaux minimaux & gauche. Par la proposition 4 tous les Bi ont méme
longueur et admettent les décompositions en somme directe d'idéaux minimaux

b i=1 , n m I o
Bi = j(=91 Bi’b (ej) par conséquent B1 = 321 B1 o (ej), gi = (72:1 "2 (ej) et
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m . o P
Z e . On suppose d'aberd que == laisse fixes tous les &l&ments

du syst:eme d'unités matricielles Z iejk , (i,k) € Ii} de 1'anneau simple BI ,
avec ejj = ej s Jelm . Pour tout 1@,1 , soit Di le centralisateur dans Bi du systéme

d'unités matricielles (2} de Bi . Di un corps inclus dans Bi , ayant méme

&lément unité g; dque Bi , et il existe un isomorphisme d'anmeaux q?i de Bi sur

. & (0 )e <
:/!n(Di) . Pour tout i€1 , , &(p)SD . et (D )ED,

corps Di engendrent dans A le sous—anneau 2z —stable et semim~simple D , dont

. Par conséquent les

ils sont les composantes simples ét D = @ D . Soit tD la restriction de

i

% D . On construit une application ¢ de A [t ;) dans J‘ ; 'C‘Dj) de

1a manidre suivante : ¢ {t) = diag (£) 3 si a€A , avec a = ﬁ ., a €8, ,
o s i & i 74

on pose q?(a) = 2 (Pi (ai). On vérifie que ¢ est un isomorphisme d'anneaux.
i=1

m . . P . . ro 2
81 & ne laisse pas fixes les Eléments de 2 , il existe un élément

- . 2
inversible v de B1 , tel que C‘m( =y ejkv ! , pour tout (j,k) &I (cf. (8)).
Jmt =1
L'élément u=v + E T (gi} est inversible dans A . Posons q)(x) = ?.’(x)u,
me=1
pour tout x€A ., Alors W ) = e Me)w , oh w= Z 'l:'1 et " 1laisse

-1
fixes les © 5 On applique ce qui précdde & AlLs ;¥ 3 =aft;el,s =1 t,

cf. le lemme 1 .

Par la suite si R = ALt ;T , on désigne par @(R) 1'ensemble des poly=

ndmes de R ayant pour coefficients directeurs les éléments inversibles de &,

Théordme 4 = Soit A wup annesu semi-simple dont les m gomposantes gimples sont
des corps et soit ® un endomorphisme injectif & de A , tel gue la permutation
associde soit circulaire. Alors :

.

a) R=4Lt ;%] est isomorphe 3 um sous—anneau de (/‘6 {(BLz ;T "3), ot B

est 1'une des composantes simples de A ;

b) R est un anneay premier héréditaire et noethérien 3 gauehe ;

' .
c) R egt un ordre dans 1'anneau simple R@(R)

Preuve -

m
a) Soit A = .®1 Bi la décomposition de A en somme directe de composantes
i=
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simples. On peut supposer que ?:(B )& B pour tout i€1 R C‘(Bm).‘.i B1

et B = B . Boit K = m-l(B ) R 1€I 1. On a la suite fuilnle de corps

K,c ..._c_K S8 et “(B)sk, . Soit D =K [z ;¥31 une extension d'0re de K,
et soit P le sous-anneau de d‘m(Dm forme par les matrices (d )G Ul{ (D )
telles que d eD pour tout couple {(i,jl€ Im x Im et dije Diz , si 1<3 .

On définit un monomorphlsme d'anneaux § Ro—yp 0«m(B Lz ; €91) dont 1'image

est P, comme suit. Soit B, = le. , e? =e, . Alors R= & e, Re., et la
i i i i . i, 1
projection de f€R dans e. R e, est f‘, =h..t* ,ou & .=1i=j pour
; -2 o) £ e - b, 0
s . = e . : =¥
i>j , sinon gij m+i=j et ql—g—-km N t On pose { f) hlg -4 N

T
= T = i i j i =1,
% (qi—j—] ei)éDi et Eij 0 si iw%»j, sinon Qij
b et ¢) On désigne par 2eij ] (i,j)eliz 1'ensemble des unités matricielles

de dm(Dm)' On identifie R & P . Pour tout i€Im » ey stidentifie & e,

i,1i
Soit I un idéal bilatdre non nul de R et soit fkj un €1lément non nul de la
matrice non nulle f&1I . Alors e, fe. 261 et f . z€D ., Puisque D admet
mk Jjm kj m m

un corps de fractions & gauche on déduit que f 3 7z £ 0 et ey I e, £0, ce gui

prouve que R est un anneau premier. Soit D = @ D le sous=anneau des matrices
i=

diagonales de P . Puisque chaque D; est principal & gauche, R est un D-module

i
4 gauche de type fini et noethérien. On déduit que R est noethérien & gauche et
c'est un ordre & gauche dans un anneau simple. m(R) contient l'ensemble E des
matrices diagonales f- 0 , ayent sur la diagonale des polyndmes de mBme degré.

D est un ordre dans l'anneau de fractions DE qui est semi-simple et puisque E

vérifie la condition 4'Ore & gauche dans R , on plonge DESRE . R, estuun

B
DE-module de type fini, donc artinien et puisque R est premier, RE est simple.
On déduit of. (16) gue RE est 1l'anneau total de fraétions de R et par consé-~
uvent R, =R
E E- "®(R)

Soit O # I un idéal & geuche de R , & R e, . On montre qu'il existe k€I ,
tel que IR e donec I est projectif. D'autre part, pour tout i€ Im ,
R eizR eiqu e et tout idéal de R, & R e; est encore projectif ce qui prouve

-

que R est héréditaire 2 gauche.

Les résultats précddents permettent de prouver sans difficulté le :

Théoréme 5 = Soit ® un endomorphisme injectif de 1'anneau semi-gimple A .

L'extension 4'Ore R = AL+t ;%] est un anneau semi-premier, héréditaire et noethé-

rien & gauche et c'est un ordre & gauche dens 1'anneau semimsimple R@(R)

Ce théordme permet essentiellement de prouver les deux résultats suivants de (12).
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Théoréme 6 - Si A egt artinien » gauche, alors R = ALt ;%) est un ordre dans
, s )
d-anneay srtinien o gauche Ry (p)

Ihéoréme 7 - Sodt A wun ordre i gauche dans 1'anneau artinien i gauche Q .

Alors R =ALt ;®) est un gordre & sauche dans un anneau artinien 3 gauche Q# .
o¥ est semi-simple si et soulement si A est semi-premier. QF est simple si et

seulement si tout idéal bilateére de A T mstable est un idéal & gauche essentiel
de A .

Nous terminons ce paragraphe par une remarque concernant les couples diffé-
rentiels (’C,S) définis sur des anneaux semi=simples 4 , qui permet de retrouver
un analogue du théortme 5 pour les extensions d'Ore A [t ;"C,JJ . En plus nous
donnons un exemple d'une telle extension qui vérifie la comdition 5° du théoréme

de clasgification.

Soit (%,8) un couple différentiel défini sur 1'anneau semi-gimple A .
Nous utilisons les notations et les résultats de la proposition 4. On a la décom=
m

position en composantes simples de A : A= & Bi .
i=1

Propogition 5 — Leg idéaux bilatéres ¢ —-stables A, de A gont J -stables.

)
La T =dérivation J est intérieure si et seulement si pour tout '} eIk la

restriction é:Q @S a Al est une '?.‘2 —dérivation intérieure de A% . Si Af.

n'est pas une composante simple de 4 , alors % est intérieure. Az admet

—_ . 1 1 — .
dans R = A [t ;2,81 une extension d'Ore Rl = Al [tfz ’tl"ylj . Rf est un
idéal bilatdre de R et R =£ 2] RB .
=1

Preuve = Soient E1 sees ,Ek

_ R s - =4Ag, . P
AE iGQE Bi et soit gi 1'idempotent central, tel que Bi = Bigi g, our

tout xszA , ona S(Xgi) = T(x) J(gi) + S(x)gi = "‘—'(gi) S(x) + S(gi)x . On
déduit é(Bi)s.Bi @ B_“_(i)SAz et par conséquent S(Al)s Ay . 51 J est inté-

les orbites de la permutation T associde & T .

rieure définie par 'y , alors SJ?: est intérieure et définie par yfz , ol

AR' = A,Q Q: Afl . Réciproquement si J, est intérieure aéfinie par yp € A% y
alors § est intérieure définie par zq ) fZ . Si AL n'est pas un idéal
bilatére minimal, alors l'orbite EE a plus d'un élément. Soit S!,y une

¥ ~dérivation intérieure de Az , définie par ye€ ARI . Alors pour tout i€E

‘e ’
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(g ) = ye; - gﬁ(i) y et g5 SSy(gi> = yg, » ce qui entraine y = E g . s {g.).

Ly i i gy i
Soit Sx une 'ez—dérivation quelconque de Aﬁ et z = izé_J‘E ) (g ). Si fx z g5
i€R
2
on a Jﬁ(f’?/) =0 , par conséquent z = = i%:E gv(i) Sﬂ(gi)' Soit 52 :;E - J,Qz

1]
On remarque que pour tout 1€E‘c , Jl(gi) = JEZ (gi), par conséquent Jl(gi) =

1
pour tout :‘LGEB et puisque El a plus d'un élément, ceci entraline Jﬁ(A,?) =0 .

On déduit que Jﬂ; est intérieure et définie par z = ZE g; %(gi). On vérifie
i€
sans difficulté les autres affirmations. 1

Corollaire - Soit z un endomorphisme injectif de 1'annesu semi-simple A . 8i la

permutation W associde 3 T n'admei pas de points fixes, alors toute T-dérivation

de A est intérieure.

Exemple - Soit K wun corps muni d'un couple différentiel (’L"1 ,51), ol ’C‘7 n'est

pas surjectif et J n'est pas intérieure. Soit A un anneau semi~simple ayant

trois composantes s1mples, A= B 3 B & B telles que B, = K N B__'*:K , 1= 2,3

3 1
et soient ({’i : B, _;K les 1somorphlsmes respectifs. On deflnlt T: A ewd A
it =T . z = z
comme suit : pour XeB1 , {x) 1(X) Pour XeBi , (x) = X( ) 1 q’i(x)

ou i=2,3 et ¥ est la transposition (2,3). Il est évident que 2 est injectif,
(1) 74 A et que la permutation 'ﬂ'e}f , associde & T, est ¥ . Soit (5' urie

application additive de A dans lui-m8me qui coincide avec 51 sur B1 et nulle

sur B2 9B, . d estune & -dérivation de A gui n'est pas intérieure. D'autre

3

part T ne laisse pas fixes les é1éments du centre Z{4)., 8i u€4A est inversible,
3
= 1221 Uy uie U(Bi). Soit zez(a) , z = 12211 Zs Zi€Z<Bi>' Alors
-1 -1 .
e(z) = z, -H.p3 ’C1 cpz(zz) + (p2 'C’1 <P3(z3). Soient Z, ;é o, 23 74 0.
Alors O 74 z-T(z) € Ann(BQ par conséquent 1=z (z(&)) U(A) = }5 , ce gui

prouve gque A L[1 ;7% 53 vérifie la condition 5° du théordme de classification.
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Cohomologie locale des algdbres enveloppantes

d'Algébres de Lie nilpotentes

par Geneviéve Barou

Soit % une algdbre de Lie nilpotente de dimension finie sur un corps k de
caractéristique O et soit W(g) le %—module des formes k~lindaires sur 1'algé-
bre enveloppante U(%) de Q , formes qui s'annulent sur une puissance de 1'idéal
d'augmentation 3 6 U(C{)) ; i1 a &té démontré [13] [14] que la cohomologie de %

4 valeur dans W(%) , H ((é W(g)), est nulle en degre > 0 ., D'autre part, on
U(@) U(?)).

5

vérifie que H (% w(%)) coincide avec lln; EXtU(@) (—=~
T

Si R est un anneau (commutatif) local noetherien, d'idéal maximal M , les
_Q,Ext ( ¥, =) sont les foncteurs de cohomologie locale, relativement 2 M
Dans le but de généraliser, tout au moins dans certaines situatioms, les résultats
de [13] et [14] nous avons &té conduite & introduire les foncteurs de cohomologie
locale pour des algébres enveloppantes (et leurs localisés) d'algdbres de Lie

nilpotentes 6 . Ces résultats développent les deux notes aux CRAS [1] et [2]

Rappelons que, si é‘} est une algdbre de Lie nilpotente de dimension finie
sur un corps de caractéristique O , son algébre enveloppante U(g) est intégre,
noethérienne 3 droite et 3 gauche ; chaque idéal de U(%} peut €tre engendré par
une famille centralisante et chaque idéal premier P est complétement premier. De
plus, on peut construire l'anneau de fractions A = Up , & dénominateurs dans U-P .
Cet anneau est local au sens que son radical de Jacobson M est un idéal maximal

(& droite et @ gauche) ; on a ;% /m,n = 0 . L'anneau A hérite des propriétés
de U(g), 3 savoir : il est intggre, noethérien & droite et A gauche, chacun de
ses idéaux peut 8tre engendréd par une famille centralisante et tout idé&al premier
de A est compldtement premier. De plus A est régulier [22] (23] dans le sens
que le radical M peut &tre engendré par une A-suite centralisante régulifre de
longueur égale 3 la K-dimension de A et & la dimension homologique globale

(3 droite ou & gauche) de A . Par '"idéal" on entendra toujours id8al bilatére.
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I - Idéaux centraux premiers

Définition 1.1 — On appelle systéme centralisant un ensemble d'éléments
LIV IPRUREE d'un anneau A tel que pour tout 1 = 1 ,..., m T appartienne
au centre de A modulo (1:'l yeees ri—l)'

Définition 1.2 - Un idéal & gauche I d'un anneau A sera dit central premier,

s*1il est propre et si pour tout systdme centralisant Ty oseees L d'éléments de A

on a : (I:rio)=1 si iO=Minzili=I,...,m ,riéI} .

Signalons quelques propriétés des id&aux centraux premiers.

Proposition 1.3 — Soit A un anneau noetherien des deux cOté€s. On suppose que

chaque id€al bilatd@re de A admet un systéme centralisant de générateurs. Alors,

pour un id€al 3 gauche propre I de A , les propriétés suivantes sont Equivalentes :

1) L'idéal 1 est central-premier ;
2) 8i aAbgl , a et b&A , alors AaAgI ou be&l;
3) 8i aAbgeI , a et b€A , alors a€l ou bE&I

Preuve

1) =—==» 2) Supposons que aAb el et AaA£ I . Soit rl,rz,...,rm un
systéme centralisant de générateurs de AaA et soit io = Min{i , 1€i€m , riélz.
Puisque I est un idéal i gauche, on a Aa.Ab &l ; donc riob €I . D'oh d'aprés 1)

bEer .

L'implication 2) === 3) est évidente.

un syst@me centralisant d'é&léments de A tel

3) =—=3» 1) Soit LTS SPRIES S

m mt+ 1
que : rl,rz,...,rmel et rm-ﬂ & I . Soit be€A tel que brmﬂel . Alors quelque
. foq s _ .
soit 1'élément x de A , on a xb L L xbe(rl,...,rm)sl . Donc, puisque 1
est un id&al & gauche, on a : rﬁH_1 xb €I pour tout x€A et, d'aprés 3}, bell

La condition 3) de la proposition 1.3 a été étudiée en (17].

Proposition 1.4 - Soit A un anneau, M un A-module 3 gauche et I un &l&ment

maximal de 1a famille des idéaux § gauche de A de la forme Ann, x ol xeM

x #0 . Alors I est central premier.

,r  une famille centrali-
Mln)'_llri ¢11}.

-ria)z=O.Puisque az = 0

Preuve - Posons I = AnnA z, zEM , z # 0 . Soit Tiseee

sante d'éléments de A , non contenue dans 1 et soit io

i

81 a€l , alors arj - r: a€l et donc (ar;
o Lo %5 ) , -
ona arj z=0; d'ol aeAnnA(ri z) et IsAnnA(ri z). Du fait du caractére
o o o

maximal de I on a 1'8galité I = AnnA(ri z). Soit donc b un Eélément de A
o
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tel que T b &l . Puisque r;

b -br; €T ona br; €1 . Donc bé€Ann, (r; 2)
o o o 1o AT,
et b€I . Donc 1 est central premier.f

Définition 1.5 - Soient A wun anneau, M un A-module & gauche, et I wun idéal 2
gauche central premier. Alors M contient un sous-module isomorphe 3 A/I si et
seulement s'il existe un élément mon nul xe€M tel que ArmAx =1 . On dira alors

que I est un idé&al central-associé & M . On notera C"ASSAM 1'ensemble des

idéaux a4 gauche centraux associés & M .

. On obtient un certain nombre de propriétés analogues & celles du cas commu-

tatif.

Lemme 1.6 - Soit A wun anneau, M un A-module 3 gauche, J un &l&ment maximal de

1'ensemble des i1d€aux 3 gauche de A de la forme AnnAx , 00 x€M , x #0 ,

alors JeC-—AssAM .

Lemme 1.7 - §i A est un anneau noethérien & gauche, le A-module & gauche M est

nul si et seulement si C-AssAM est vide ; l'ensemble des &léments de A ,

divie de zéro d . v
iviseurs de zéro dans est PE —ASSAM P

Lemme 1.8 — Soit A un anneau noethérien 3 gauche, soit Z(A) son centre et

soit 0O —3M' f s M 8 5 > 0 une suite exacte de A-modules & gauche.

Alors 1'ensemble {In Z(A), IeC—AssAM} est contenu dans la réunion des ensem—

bles {Inz(a), Ie€C-Assgt'} et {Iaz(a) , Lec-ass, M ]

Preuve — Soit I wun id€al i gauche central-premier associé 4 M . Il existe donc
un sous-module N de M isomorphe & A/I . Si Naf(') = (0), N est isomorphe 2
un sous-module de M" ; donc I€C—AssAM" . Supposons Naf(M') # 0 et soit
xgNn f(M'), x # 0 , un Elément tel que AnnAx soit maximal dans 1'ensemble des
annulateurs d'éléments non nuls de NaAf(M'). Alors J = ArmA(x) est un idéal 3
gauche central-premier et central—assccié& a M' et on vérifie que

INZ(A) = InZ(A).

Lemme 1.9 - Soit A wun anneau noethérien d gauche, M un A-module de type fini non

nul. Alors il existe une suite de sous-A-modules de M : o) = MOSM] < ...E-Mm =M,

telle que Mi/Mi—l mA/Ji , l¢igm , ot J, est un idéal 3 gauche central-premier

de A . De plus, si 2(A) désigne le centre de A , 1'ensemble

{Iaz, 1Ie C‘ASSAME est contenu dans fJi(\Z(A) i=1,...,m}.En parti~

culier 1'ensemble {InZ(A), 16C-—ASSAM} est fini.
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Preuve - L'existence des Ji résulte du lemme 6 de [15]. D'aprés 1.6,
L'ensemble {InZ(A) I€ C—AssAMj est contenu dans la réunion des ensembles
{Iaz), 1€ C-Ass, AjJi} pour i =1,...,m . Or J; €C-Ass, A/Ji , puisque
Ji est 1'annulateur de la classe de 1 dans A/Ji . Inversement si J est un
idéal 3 gauche central-premier associé i A/Ji , il existe un élément x&A ,

x € Ji tel que J = AnnA(i) oli X désigne la classe de x modulo Ji . Pour
tout &lément a du centre de A , on a : a¢EJi si et seulement si axé€ Ji .
donc si et seulement si aéAnnAS'E =J . On a donc {In Z(A), IeC—AssA A/JJ.}

= {Jiq Z(A)}, d'oli le résultat.

Proposition 1.10 -~ Soit I wun idéal 3 gauche central premier d'un anneau A

et rl,rz,...,rm une famille centralisante d'éléments de A non contenue

dans I . Soit iO = Min {i , T, ¢ I3 . Alors la multiplication & gauche par

r: dans A/I est un A-homomorphisme injectif.

i
o
Preuve - On a pour a, beA : (ar; - rj a) b€l . Donc la multiplication
rreuve ° o
par T4 est un A-homomorphisme. Si rj; b€I on a bEI ; donc 1'homomorphisme
[ o

précédent est injectif.

Proposition 1,11 -Soit A wun anneau noethérien & gauche et M un A-module 2

gauche. Alors M est injectif si et seulement si il vérifie la condition sui-

vante : quel que soit 1'idéal 2 gauche central-premier I de A et 1'homomor

phisme de A-modules ¢: I M , il existe x4&M tel que y{a) = ax pour

tout a€&l .

Preuve — Il suffit de reprendre la démonstration du th&oréme 3.2 (Chapitre I1.{6]).
La condition est &videmment nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante et

v
soit M un A-module la vérifiant. Soit N wun A-module & gauche, N' un sous—

module de N , £ : N'__3 M un A-homomorphisme. On considére 1l'ensemble C-J‘p‘

des couples (N",f") ofi N" est un sous-module de N , N'E€N" et f£" : N'. M
est un A~homomorphisme prolongeant £ . On ordonne Cﬁ par prolongement, de la
fagon habituelle. Cet ensemble est induétif et on note (No,fo) un élément maxi-
mal. On démontre que No = N par 1'absurde. Supposons qu'il existe yéN y & NO.
Posons J_ = fa€A ay eNo'i et désignons par Jyo un élément maximal de
1'ensemble des idéaux 3 gauche Jy , YEN , vy éNO . L'idéal Jy est central-

o
premier. Soit f(‘) Iy —» M 1'application définie par :
O

£l(@) = £ (ay)
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Par hypothése, il existe x@M tel que f{'}(a) = ax = fo(ayo) pour tout aGJy .

o
Posant alors f'(z + ayo) = fo(z) + ax pour a€A zeNO , on obtient un
A-homomorphisme. f' : N0 + AyO —y M qui prolonge fo , ce qui contredit le
choix de (No,fo).

IT - Foncteur de cohomologie locale

Définition 2.1 — Soit Ov un idéal bilatére d'un anneau A . Considérons le fonc-

teur L@ de la catégorie des A~modules 3 gauche vers elle-méme, défini par :

_ k
1 LG.; M = kk>,)i Ann, (&)
2) S8i f est un A-homomorphisme, L&‘(f) est la restriction de £

Le foncteur (additif) LCv est appelé foncteur de cohomologie local relatif a G.

Proposition 2.2 - Soit A wun anneau noeth8rien des deux c8tés et &G un idéal

. . . A P N
bilatére de A . Le foncteur lim HomA(aZ, -) est naturellement &quivalent a

. . k> N
LGU 5 il est, ainsi que LG\, , exact a gauche.

Preuve - La démonstration est la méme que dans le cas commutacif [18].

On notera EA(M) 1'enveloppe injective d'un A-module (& gauche) M .

Proposition 2,3 ~ Soit A un anneau noethérien des deux cBtés, G un idéal

bilatére de A et I wun idé€al & gauche central premier de A . On suppose

que (G, est engendré par une famille centralisante et que G£1.0na alors :

Le [EA(A/I)J = (0) et L., (A/I) = (0).

Preuve - Il suffit de prouver que si x€ EA(A/I) et @&x =0 alors x=0 .

Si 1'on avait x # O , on pourrait trouver, puisque 1'extension
Allc EA(A/I) est essentielle, des &léments y, a€A tels que ax =y # 9,
ol ¥ est la classe de y modulo I . Sdit TysevenTun systéme de généra~
teurs centralisant de G et soit io =Minfilr, £11. Puisque 1 a€B® ona

1

- - ~ o
rio.y =1r; ax = 0 j d'oll r; ye€l et y€I , car I est central premier, ce

o
qui contredit le choix de vy .

Proposition 2.4 - Soit G un idéal bilatdre d'un anneau noethérien A et

M un A-module 3 gauche de type fini. On suppose que & est engendré par un

systéme centralisant et que M est annuld par (G . Alors 1l'enveloppe injec-
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tive de M est réunion de sous-modules annulés par les idéaux & , n>0 .

Preuve - Il suffit de reprendre la démonstration de [10] (page 84).

Proposition 2.5 - Soit A un anneau noethérien, @& un idéal bilatdre de A

engendré par une famille centralisante. Alors :

1) Pour tout entier k>0 , 1'idéal G,k posséde un systéme de générateurs

centralisant ;

2) Si M est un A-module & gauche tel que L@ M =M, on a LG/ (EA(M)) = EA(M).

Preuve - 1) Soit rl,rZ,...,rn un systéme centralisant de générateurs de G
Considérons, sur l'ensemble (21,2,...,n})k des k-uples d'entiers compris
entre 1 et n , l'ordre lexicographique ; c'est un ordre total. On notera

T, 7 seees T la suite croissante des &léments de ({1,2,...,n})k . A tout i ,
1€ig nk , correspond donc un unique k-uple : E,= (i],...,ik) et on pose

y-i->= 1‘5_1 riZ rik . On va montrer, par récurrelr{n:e sur k , que y-l-r,y‘g,...,yr'}’
est un systéme de générateurs centralisant de G . Lorsque k=1 , le résultat
est vrai par hypothése. Supposons k >1 et le résultat démontré pour G\Jk_l .

Il est bien évidemment que 1'id&al 3 gauche Gz.k est engendré par les

Y= rg 1:iz cee T I1 reste i vérifier que, pour l'ordre lexicographique,
1 -y
les vy forment un systéme centralisant. Soit 1 = (il""’ik) un k-uple
d'entiers compris entre | et n et soit u€A . Posons
A=r, ... r.u-ur. cvs o . On oa:
5 Mk i Tk
A=r. ... r. (r; uw=—ur; )+ (r; ... 1. U= ur: ... ¥ Yr:
H -1 Tk Tk o tee1 3 -1 Tk

D'oll par hypothése de récurrence :

A= (ry -..r; ) Z ve T, o+ () Z‘ v,
1 1 T

_ Kl 373 2 ¢t .
k-1 _‘|<1k i (Jl,...,Jk_l

e T, L.
R CIPTRE B B .

pour certains éléments vjeA et vJ-»éA . D'autre part, toujours par hypothése
de ré&currence on a, pour tout j<ik :

r. ...r. V. = V. r. ...ri +_’ Z t£g>rj o .
e T L CTTTTRNS NP LN CHVOPIE D L S

Finalement :
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i<ip = Gpeesdpo P <Gpsenasi

. P o r, + PR o .
. =2 . . . 7
j<i, L " TG e es o) € G seeniy D) o3y -1 Mk

2) Pour montrer que, pour tout erA(M), il existe un entier kIl tel
que G,k x =0 , il suffit de vérifier que pour tout sous—module de type fini

N de EA(M), N £ (0), on a LG\, (N) = N . Soit N un tel sous-module ; on a :
<
Nn MENEEA(N)“EA(M)

Puisque NaM est de type fini et que &,(M) =M, le module NaM est
annulé par une puissance de G ., p’ aprés 2.4, E (Na M) est réunion de sous—
modules annulés par des 6" , 1= 1. Donc 6.ll(EA(Nr\ M)) = EA(NnM) et, puisque
1'extension NnMCEA(N) est essentielle on a : EA(N nM) = EA(N) ; d'ol le

résultat.ff

Corollaire 2.6 — Soit A un anneau noethérien dont le radical de Jacobson

est un idéal maximal & droite et & gauche et est engendré-par un systéme cen-

tralisant. Soit I wun id@al & gauche central premier de A . Alors

1) 8i Tgm ona: L, (A1) =1, (E (/D) = (0);

2) On a : Lm(EA(A/’m)) = EA(A/’M) # (0)

Preuve - Il suffit d'appliquer 2.3 et 2.5/

Théordme 2.7 - Soit A un anneau noethérien dont le radical de Jacobson M

est un idéal maximal & droite et A gauche et est engendré par un systéme centra-

lisant. Pour tout A-module & gauche de type fini M , le module Lm(M) est de

longueur finie.

Preuve — D'aprés 1.9, il existe une suite de modules
) = MeMec...cM =
oli Mi/M'

i-1
premier de A . D'aprés 2.6, Lm(A/Ii) est de longueur finie. En raisonnant par

'."..A/Ii , i = 1,...,k , et Ii tant un idéal 3 gauche central

récurrence sur k , supposons démontré que L,m(M.k_]) est de longueur finie.

On a, puisque Lm est exact & gauche, la suite exacte :
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05 Ly () 5 Loy () 5L, (UM _))

Donc L, (M) est de longueur finie.

€

Corollaire 2.8 = On suppose que l'anneau A vérifie les hypothéses 2.7

1) S8i M est un A-module 3 gauche de longueur finie, on a LC\/ M) =M

pour tout idéal bilatére G de A ;

2) Si M est un A-module 3 gauche de type fini, alors L'M (M) est le

plus grand sous—module de M de longueur finie.

Preuve ~ 1) résulte de : M = Lm(M)S LG"(M)EM
2) résulte de 1) et de 2.7.l

Définition 2.9 - Soit A wun anneau noethérien et & un idéal bilatére de A

engendré par une famille centralisante ; on appelle i-&me foncteur de cohomolo-

. . - 1 . Py .
gie locale relativement 3 G , et on note H&/, le i~&me foncteur dérivée droit

de La’

On démontre comme dans le cas commutatif [18], & 1l'aide de (63 et {111

et de 2.2, les théorémes suivants

Théoréme 2.10 — Soit A un anneau noethérien, @& un idéal bilatére engendré

par un systéme centralisant. Alors pour tout entier m=20 les foncteurs (de la

catégorie des A-modules 3 gauche dans elle-méme) Hrgl t lim ExtE (—AE,—) sont
= =5 & sSont

naturellement équivalents.

Théordme 2.11 — Soit A un anneau noethérien, Gb un idéal bilatdre engendré

par un systéme centralisant, N la limite inductive d'un systéme préordonné

filtrant & droite de A-modules 3 gauche (Nu( , f{sel>' Alors pour tout entier m3o0,
m

&

(N) sont des isomorphismes.

les A-homomorphismes naturels : 1°i‘g HZ, (N*) —s H

III - Enveloppe injective du corps résiduel d'un anneau local régulier

Définition 3.1 - On appellera anneau local un anneau A noethérien 3 droite et
4 gauche dont le radical de Jacobson M, est un idéal (& droite et i gauche)
maximal. Si, de plus, M peut @tre engendré par une suite centralisante réguliére

on dira que l'anneau local A est régulier.
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Proposition 3.2 - Soit A un anneau local régulier de dimension n (1231) et

M son radical. Alors :

1) ExtX(A/‘m sA) = (0) si i #n et les A-modules 2 gauche Alm et

EXCZ(A/'M,A) sont isomorphes.

2) Pour tout A-moudule # gauche M de longueur finie et tout entier

i#n , on a : ExtX(M,A) =0 .

3) Eth(—,A) est un foncteur exact de la catégorie des A-modules 2

gauche de longueur finie dans celle des groupes abéliens.

Preuve - 1) Puisque n est la dimension homologique globale de A (cf.[23])
i A

A'w F
réguliére centralisante qui engendre M , on a :

on a Ext A) = 0 pour 1 AR Si i n et si a »a  est une A-suite

PP

A

(afm (8, ,.0.,4a.
i 1

i,A
EXtA(ﬁ , AY ~ Hom Yy =0

A‘/(ai""’ai)
Si i=n les modules i gauche Extz(A/'m, A) et TorZ(A/lm , A) ¥ A/m  sont
isomorphes [15];

o

2) s'obtient & partir de 1) & l'aide d'ume récurrence sur la longueur

de M j;

3) i 0 — s> M — 3 M wp M' — 50 est une suite exacte de A-modules 2

gauche de longueur finie, la suite de groupes ab&liens :
0 = Ext" ' ,a) sy Exc®Of",A) 5 Ext"(,A) 5 Ext"(M',A) __5 0

est exacte ; d'oll le résultat.|

Dans la suilte, on notera AMod la catégorie des A-modules 3 gauche,
AM@df (resp. AModgf) celle des A-modules 3 gauche de type fini (resp. de lon-—
gueur finie) et Ab 1la catégorie des groupes abéliens.

Lemme 3.3 - Soit A un anneau, X, un idéal bilatére de A et M un A-module

4 gauche annulé par X . Si mé&M , on définit ug A~homomorphisme :

¢, ¢ A/fy —> M en posant : qn(§> =am , o0 & est la classe modulo E&
de aea . Soit T =Exty(-, A)
X€T(M) on a i

H AMod =}ﬁ. Alors, pour tout meM , a€A ,

[Ty, 01 ) = a [(T(g ) (]

ot T(A/E) = Exti(A/,f;,A) est muni de la structure de A-module & gauche pro-

venant de la structure de A-module i droite de A/X,
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Preuve - On considére une résolution de A par des A-modules & gauche injec~

d d
tifs : 0—sA 5T LS I | 5 ... Pour un indice j fix&, posons :

|l
Y = HomA(q)m, 1d1.) ¥y = HomA( o 1d1‘
3 3
Soit géHomA(M,Ij) , bEA , D la classe de b modulo L. ona:

)

i

(v ] &)
fa v@] ®

(go¢, ) (®) =g an)

it

Y(g) (ba) = (go ¥ ) (ba) = g(b am

Donc \V" (g) = a Y(g) et les applications T¢( me) et T( "Pam) de Exti(M,A)
dans Ext) (A/dy ,A) vérifient [T( 9,01 0 = al(T(¢ )1 (] pour tout
x & Exté(M,A) .

Lemme 3.4 - Soit ;ff un idéal bilatére d'un anneau A , on a L. Extz(A/&’;,A) =0

pour tout entier i |j.

Lemme 3.5 - Soit A un anneau, T un foncteur additif contravariant de

AMod vers Ab, On suppose T(A) muni d'une structure de A-module & gauche

satisfaisant 3 la condition (Pe ) suivante :

(Pe ) Pour tout A-module 3 gauche M et tout m&M omn a :

TCe, ) ) =a[(T(¢ )) ()] quel que soit ye&T(¥) et a€A, oi @
désigne le morphisme A .3 M, (pm(b) =bm si be&A .

m

Alors, posant (O ()1 (@ = T( me) (x) pour tout A-module & gauche M ,

mé€M et xeT(M) on définit un morphisme fonctoriel : T == Hom, (~,T(A)).
— A

Preuve - Pour tout A-module & gauche M et tout x&T(M) la formule :

ey 3 @ =T(y)

définit, gr8ce A& la condition (Pco)’ un élément (p(M) (x) de HomA(M,T(A)).
On vérifie facilement que § (M) est un homomorphisme de groupes. Vérifions la
fonctorialité de § ; soit g M. »M un morphisme de AM ;5 le diagramme
suivant, ol gx(h) =hog si hGHomA(M’,T(A)), est commutatif :

T(M') I(g) s T

¢ ¢ (0

HomA(M' ,T(A)) ——gi——a HomA(M,T(A))
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En effet, soit ye&T(M') x€M ; on a :
(O o T(g)) NI () = [§ (T() (WA &
= (T(y ) (T(e) () = [1(g o¢ )}

#

(o) »I ®
G ) (g

[ o o'y 0] 0
=[G () o gl (x)

i

(¢, ) O

Or pour tout a€A , on a (pg(x)(a) = ag(x) = g(ax) = (g o QX) (a) 3

c'est-3-dire q»g(x) =goy ; d'ol 1'égalité cherchée.ll

Lemme 3.6 - Soit A un anpeau noethérien & gauche. On suppose vérifiées les

hypothéses de 3.5. Alors :

1) Les conditions suivantes sont équivalentes

. . N f
i) La restriction de T est un foncteur exact & gauche de ,Mod™ vers Ab

ii) Pour tout A-module & gauche M de type fini () est un isomor-

phisme, § &tant le morphisme fonctoriel défini en 3.5

2) $i les conditions de 1) sont remplies, alors T : AModf ===y Ab  est exact

si et seulement si T(A) est un A-module 3 gauche injectif.

Preuve — 1) Puisque le foncteur :

HomA(—, T(A)) : A_M_@fm,_@_

.

est exact & gauche, il est évident que ii) entraine i). Réciproquement, suppo-

sons i) vérifige. Alors @A) : T(A)

> HomA(A, T(A)) est, en raison de la
condition (P, ), l'isomorphisme canonique ; en effet :

[ 1 ) = fT(t?y)J (x) pour x€T(A) et y€A ; et

[T(qy)J (x) = Y[T(Ql) (x)} = yx puisque T( ql) = T(idA) = idT(A)

On en déduit que pour tout vl , (I)(Ar) est un isomorphisme, puisque Q)(Ar)
est somme directe des isomorphismes @§(A). Soit M un A-module & gauche de

type fini ; comme 1'anneau A est noethérien & gauche il existe une suite

exacte :
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d'oli un diagramme commutatif :

5 T — 5 T 5 T(aY)

uXeus) l
v v

0 — Hom, (M,T(4)) —» HomA(Ar,T(A)) s HomA(AS,T(A))

0

ol les deux dernidres fléches verticales sont des isomorphismes. Il en résulte

que ¢(M) est un isomorphisme.

2) Supposons les conditions du 1) remplies. Si T(A) est un A-module &
gauche injectif, le foncteur HomA(—, T(A)) est exact ; il en est donc de méme
du foncteur : T : AM_oqf: Ab. Réciproquement si T : AMLdf-=> Ab est exact,
alors HomA(-, T(A)) : AMLdf —> Ab aussi et, puisque l'anneau A est noethé-

rien & gauche, le module T(A) est injectif.

un foncteur additif et contravariant, vérifiant les conditions suivantes

Lemme 3.7 - Soit A wun anneau local régulier,ml son radical, T :

a) Pour tout ksl , T(A/'m,k) est muni d'une structure de A-module &

gauche de sorte que si ksk' , l'image par T du morphisme canonique

k' k [P
A/mT s A/MT  est A-lindaire ;

2) Pour ces structures, et pour tout entier k , T vérifie la propriété

(P suivante :

")
k
Pour tout A-module & gauche de longueur finie M , tel que M M =20,

on a

(@] @) = a [(2(9) @]

. < k k .
quel que soit meM , 2€A , x€T(M), ol q’m : A/m~ 3 M est le morphisme
défini par

qm (2) = am

(2 désignant la classe de a modulo fm,k).

Dans ces conditions, il existe un morphisme fonctoriel :

. (P'nv: T =y Hom, (-, 1)
ot I = lime T(A/ M) , de sorte que si M est un A-module de longueur finie tel

que fmkM = (0), on a :

[0y, @ ] ) = (G 0 T(@D) @

quels que soient xeM , yeT(M) et ol désigne le morphisme canonique :

Ik
TA/mE) s T .
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Preuve - Soit M un A-module i gauche de longueur finie ; il existe un entier
k2! , tel que ‘mk M = (0). Pour x€M yeT(M), on pose :
R k
(@) @] G0 = Gy 0 T ()
Cette expression est indépendante du k choisi vérifiant fm.k M = (0). D'autre

part, en raison de la propriété (Pk), @,m(M) (y) est un Elément de HomA(M,I).

Ceci permet de vérifier que (b‘m est un morphisme fonctoriel : T =)HomA(—,I) R

Lemme 3.8 ~ Soit A un anneau local régulier, M son radical, T un foncteur

additif contravariant : AModf = Ab. On suppose que la restriction de T &

AMonf vérifie les hypothéses de 3.7 et est un foncteur exact & gauche. Si pour

tout entier kx! , on a !mk.T(A/'mk) = (0), alors pour tout A-module & gauche

de longueur finie M , le morphisme Q)m (M) dé&fini en 3.7 est un isomorphisme.

Preuve - Soit k wun entier » ! . Pour tout A/ fm.k—module 3 gauche de type fini
N , on peut définir T(N). On obtient ainsi un foncteur, additif contravariant,
T : kﬂc_)_gf=} Ab qui, puisque T vErifie la propriété (Pk), vérifie la
propriété (Fg) de : 3.5. On en déduit un isomorphisme fonctoriel

$ : T —_yHom k (- ?(A/mk)). Mais tout A-module & gauche M de longueur
finie vérifiant fm,k.M = (0), peut E€tre considéré comme un A/mk—module 3 gauche

de type fini ; on peut donc définir :

Fan : TQD = TOD ——> Hom O, T(A/mM5)) = Hom, (M, T(A/ M)
A/mk A

On vérifie facilement que pour tout x&€T(M) et y€EM on a :

[hy @D ] ) = Gy 0 T(P) (0
= 5, LA ) ] = L[5 0 g0 ] )

Puisque T est exact & gauche sur Modgf, le morphisme est injectif ; par

3
conséquent (bm(M) est injectif. Véiifions que ¢,m(M) eslé surjectif ;
soit geHomA(M,I) ; puisque le rpodule M est de type fini et que les morphismes
canoniques T(A;’mi) _ T(A/%lﬂ) sont injectifs (car T est exact & gauche
sur AMLdif), il existe un entier k21 tel que g(M) est contenu dans T(A/'mk)
et g se décompose en :

g=3j oh oi heHom O, Ta/m<yy

on peut choisir k assez grand pour que 'mkm = (0) . Pour un tel k , on défi~
nit $ comme précédemment. Puisque 5(}’!} est un isomorphisme, il existe

xeT() tel que §(D (x) =h ; d'ol G () (x) =Jkoh =g .l
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Lemme 3.9 - Sous les hypothéses de 3.8, les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

123

_1_& est exact

i) le foncteur T : AMod >

ii) le A-module & gauche I = lim T(A/ 'm,k) est injectif.
k

Preuve - Puisque T : AMonf —3 Ab est naturellement &quivalent & HomA(—,I),

il suffit de démontrer : i) —s ii) et pour celd il suffit de vérifier que si I
est un A-module 3 gauche tel que Lm(l) =1 et que HomA(-, I) est exact

sur A_MLdEf , alors I est un module injectif. L'idéal M vérifiant la pro~
priété d'Artin~Rees, la démonstration de la proposition 4.7 de [12], s'adapte

3 notre cas. Soit J un idéal i gauche de A et f : J._._ 51 un A-homomor-
phisme, Alors le module £(J) est de type fini et on a : Lm(f(J)) = £(I),
puisque f£(J)el et que Lm(I) = I . Il existe donc un entier kzl tel que
’ﬂlk £f(J) = 0 . D'oli, par la propridté d'Artin-Rees, 1l'existence d'un entier r
tel que £(m°nJ) = (0). Soit £, : Hr—“;—
> J/m n J est la surjection canonique.

—» I 1l'application déduite de £ ;

on a donc f=fxop ol p : J

Puisque, par i), le foncteur HomA(-, I) est exact sur AModslf , L'application

—» A/lmr vers 1 . Soit q: A._7A/‘J"Lr

£ se décompose en f_ o ol :
1 2 & g mr(\ J

la surjection canonique ; on a :
(f2 0 q) (a) = f(a) pour tout aé€&J

et fz 0 q est un prolongement de £ 3 A .l

Proposition 3.10 - Soit A un anneau local régulier de dimension n et de

radical M . Soit EA(A/"M) l'enveloppe injective du A-module i gauche A/m .

Alors :

- n . n Kk ) N 1T e
1) H'm (A) = L_kgn_,ﬂxtA (A/™m" , A) est isomorphe & EA(A/‘m) r,) 1'injec

tion de A/m, dans H;(A) est donnée par 1l'isomorphisme : A/m '_‘:{XGHM (A)

mx =0 3 H

2) Pour tout A-module 3 gauche de longueur finie M les groupes

Ext:K(M,A) et HomA(M, EA(A/IM,)) sont isomorphes.

. £
Preuve - On raisonne comme en [12). Le foncteur T = Extz(.,A) de AMod
vers Ab est additif contravariant et sa restriction & AMod£f vérifie,

d'aprés 3.2, 3.3 et 3.4, les hypothéses de 3.8.
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IV - Propriété artinienne des foncteurs de cohomologie locale

Les démonstrations de ce paragraphe sont inspirés de {41 et de 1'exposé du
Séminaire de Caen 1969/70, d'aprés (4]1. Rappelons d'abord les définitions et

résultats de (167 suivants

Définition 4.1 - Un A-module & gauche M est indécomposable s'il ne peut

s'écrire sous forme d'une somme directe de deux sous-modules propres.

Définition 4.2 ~ Un idéal & gauche J d'un anneau A est inter-irréductible

s'il n'est pas intersection de deux 1déaux 3 gauche de A le contenant

strictement.

Théoréme 4.3 - Un A-module 3 gauche M est injectif indécomposable si et

seulement s'il est isomorphe 4 1'enveloppe injectif d'un A-module & gauche de

la forme A/J ol J est un idéal 3 gauche inter-irréductible de A et, daps

ce cas, pour tout xe€éM x # 0 , 1l'idéal 3 gauche AnnA X est inter—irréduc~

x).

tible et M est isomorphe & EA(A/AnnA

Proposition 4.4 — Soit A un anneau local dont le radical 4 est engendré par

une famille centralisante et soit M un A-module 3 gauche injectif. Alors

1) Le module M admet une décomposition en somme directe

M= [8y E(A/m)] &N

ol &g EA(A/mx) est la somme directe de p~copies de l'enveloppe injective

3 gauche de A/M, et oi N est somme directe de modules du type EA(A/I),

ol I est un id€al & gauche de A , central-premier, inter—irréductible et

strictement contenu dans M ;

2) si M= [op EA(A/MI)] ® N' est une autre décomposition de M ,

1

alors g = ¢' . On posera V(M) =y .

Preuve - 1) D'aprés le théordme 2.5 de [16), le module M admet une décomposi-
tion en somme directe d'injectifs ind&composables. Soit E un A-module injectif
indécomposable non nul et x€E , x # 0 , un élément tel que J = AnnA(x) soit
maximal parmi les annulateurs d'éléments non nuls de E . D'aprds 1.4, 1'idé&al

3 gauche J est central-premier et d'aprés 4.3, J est inter-irréductible et E

est isomorphe & EA(A/J) H
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2) D'aprés la proposition 2.7 de [16]1 la décomposition de M est unique,
a4 permutations et & isomorphismes prés. D'aprds 2.6, les modules EA(A/’m) et

EA(A/I) ol I est un idéal 3 gauche central premier # M , ne sont pas isomor-—

phes ; d'oll p =y'.

Notation - On posera désormais, pour tout module 3 gauche M , sur un anneau A

. - . . A
local dont le radical est engendré par une famille centralisante , P (M) =v(Ei) ,
ielN , 581 : 0 M —y E —>E —»..., est une résolution injective maximale

et ol »(Ei> est définie en 4.4.

Rappelons le résultat de [3) suivant :

Proposition 4.5 — Soit (& un idéal bilatére d'un anneau noethérien A ; alors

le foncteur exact 3 gauche HomA(A/G, =) 3 AMod =7AMod conserve les monomor—

phismes essentiels et les modules injectifs.l

Proposition 4.6 - Soit A wun anneau local, M son radical et M wune A-module

3 gauche. Soit : a l
0 —M —E — E, —1s

une résolution injective minimale de M et x €M un &lément du centre de A,

non diviseur de zéro dans M ni dans A . Alors

(k) O-»HomA{Afo, dO(EO)) —2 HomA(A/Ax, E]) — 1 3 ... est une résolu-
tion injective du A/xA-module HomA(A/Ax, dO(EO)) lequel est isomorphe &

M/xM .

Preuve - La démonstration est la méme que dans le cas commutatif [4].

Puisque Ext;(A/Ax, M) = 0 pour 1i®»2 , la suite (%) est exacte en
HomA{A/Ax, Ej) pour j»2 . D'autre part la suite O_}do(go)_PEl —E,
étant exacte, il en est de méme de : O ﬁHomA(A/Ax, dO(EO))_.)HomA(A/Ax, El)
_,HomA(A/Ax, EZ)' D'oli 1l'exactitude de la suite (%). Puisque, pour iz1 ,
Ei est 1'enveloppe injective de di—l (Ei—l>’ il résulte de 4.5 que

HomA(A/Ax, Ei) est enveloppe injective du A/Ax-module HomA(A/Ax, Im di— ).

1
Vérifions que le morphisme naturel de A/Ax-modules :
¢ di__l(HOmA(Afo, Ei—]>)"‘—> HomA(A;'Ax, di-l

¢ est &videmment injectif ; montroms qu'il est surjectif. Soit

(Ei—l)) est un isomorphisme ;

g€ HomA(A/Ax, d, I(Ei—l)) 3 alors g définit un &lément geHomA(A/Ax, Ei) et
on a : Ei(g)

i-
=di0'§=0 car Im'gsd._](E

% e ker d. = Im 4.
i i

i i-1
et il existe feHomA(A/AX, Ei—

)} = ker cli . Par suite

) tel que : § = a—i_l(f) H

-1 1
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d'olt Lf(ai_l(f)) = g . Par consBquent (%) est une résolution injective minimal
de son premier terme. Enfin, puisque x est non diviseur de zéro dans M , il
est non diviseur de zéro dans l'enveloppe injective EO de M . De plus, Eo &tant
un A-module divisible et =x é&tant non diviseur de zéro dans A , on a : ED = XEO

et la multiplication par x est un automorphisme de Eo
Considérons le diagramme du serpent dans la catégorie des A-modules

> Hom, (A/Ax, d_(E )

o

= & O
=4

v
tﬂé~%—— o — O

o
0 o T2 4 () > 0
x xl
Y d_, d,
0 » M > E d E ) —

o
Ce—

oi 1 est l'isomorphisme d'identification : HomAggg,

I1 en résulte un isomorphisme de A (et donc de A/Ax)-module

do(EO)) ~ AnndO(E0> (x).
Y : Hom, (a/Ax, d_(E)) Y M/xM L

Corollaire 4.7 — Soit A wun anneau local dont le radical M est engendré par

une famille centralisante, M un A-module 3 gauche, x e un €lément du centre

de A non diviseur de zéro dans A ni dans M . On a alors :

A/xA A
pi/ M) = g

™.

Preuve — Soit :
OﬁMﬁEoﬁ_)El —_— e
une résolution injective minimal de M ; alors :
A
E, =(®y, () E,A/m)] &N, ,

ol Ni est somme directe de module du type EA(A/I) o I est un idéal a
gauche de A , central-premier, inter—~irréductible et distinct de M . Soit I
un idéal & gauche central premier ; si x € I , alors x n'est pas diviseur de
zéro dans A/I ni dans EA(A/I) et par suite : HomA(A/Ax, EA(A/I)) =0 ; si

x €I alors par 4.5, HomA(A/Ax, EA(A/I))E: (A/1). Enfin, toujours par 4.5,

EA/AX

268



_18_

HomA(A/Ax, EA(A/‘Y(L)) ~ E (A/m). On a donc pour 130 :

A/Ax

Homy (8/4%, B,) = Ann (O = [0 pi 00 Hom Gy B (A/m )Y 6 M,

oll Mi est somme directe de A/Ax-modules de la forme HomA(A/AX, EA(A/I)) o I

est un idéal & gauche de A , central-premier inter-irréductible, tel que xe€I
A/Ax
i-1
que I/Ax est un idéal 3 gauche de A/Ax central-premier, inter-irréductible et

et I # M ; pour conclure que p?(M) =p (M/xM) il suffit donc de vérifier

distinct de %E et d'appliquer 4.6. Il est &vident que I/Ax est inter-

irréductible si I 1'est et que I/Ax # M/Ax si I #M . Vérifions que I/Ax

est central-premier. Soit r .,rp une famille d'éléments de A dont les

1o
classes modulo Ax, soit ?1,...,'1" , forment une famille centralisante. Suppo-
sons que zrl seees rp} &1 =1I/Ax et posons io = Min {i, i=l,...,p » . & I} .
Puisque x€I , on a ?iél si et seulement si rie I . Donc la famille centra-
io=M1n{1,ri¢IZ.

Soit a€A , et 4 la classe de a modulo Ax. Si ?i a€l , on a T ael ;
o o

lisante x, Ty oseees rp n'est pas contenue dans I et

donc a€l et par suite 3e€T .l

Remarque - Dans le cas ol tout idéal bilatére de 1l'anneau A admet un systéme
de générateur centralisant, on peut dans la démonstration pré&c&dente simplifier
la preuve du fait que I/Ax est central-premier. En utilisant la caractérisation
donnée en 1.3. En effet A = A/Ax posséde la méme propriété que A . Si

Z2bel , a, beh , alors aAbgl donc aoub¢cI et aoubel .

Proposition 4.8 — Soit A un anneau local régulier de dimension n et de

radical M et M un A-module & gauche. Alors

1) Quelque soit i : p?(M) = dimA/'m Extz(A/'m/ , M), dimension du

A/Mm -espace vectoriel 3 gauche Extz(A/m, M) ;

2) Si M est de type fini, }1? (M) est fini pour tout 1

Preuve — La démonstration est une adaptation du cas commutatif {4] . Considérons

une résolution injective minimale de M

0 >M Y E E 2 e
o 1

ol Ei =[a p?(M) EA(A/‘M)] ® Ni et ol Ni est somme directe de modules de
type EA(A/I), I étant un idéal & gauche de A , central-premier inter-irreduc—

tible et distinct de M ; pour un tel idéal I on a : {x eA/I | mx = O} =(0) ;

269



_19_

en effet, soit Fyoseees T une famille centralisante de générateurs de M et,
puisque I # ™M , on peut poser io =Min{i, i=1,...,p, riélg; alors

si a€A et Mactl ona r; a€&l ; d'od, puisque I est central-premier,

a€l ; (remarquons que, dans leocas ol tout idéal bilatére de l'anneau A est
engendré par un systéme centralisant, on peut pour démontrer la précédente
assertion utiliser la caractérisation 1.3). I1 résulte de ce qui préc&de, que,
si 1'id8al i gauche central-premier I est distinct de M , alors

fx€E,(A/T) mx =0}~ (0). On a donc Hom,(A/m, E;) = {x€E, m x =0}

=8 By gxéEA(A/m) mx = O} . Par conséquent HomA(A/fm, Ei} est somme
directe de By copies de HomA(A/'m, EA(A/'m)) qui est, d'aprés 4.5, isomorphe

a A/m . Donc By = dimA/fm HomA(A/fm s Ei)' Posons E_1 =M et démontrons

que, pour tout 120 , l'application di : HomA(A/fm, Ei) — HomA(A/'m, Ei+1)

définie 3 1'aide de di , est nulle. Soit eromA(A/fm , Ei). Puisque Ei est
1'enveloppe injective de di (E. ’) il résulte de 4.5, que l'imjection

canonique HomA(A/fm, di_ (E b} _._)HomA(%‘, Ei) est un isomorphisme. Il en

1

i_.
résulte aisément que di(x) =

1
0 . Considérons la suite de A/™ - espaces
vectoriels

d d

0 — Hom, (A/m , M) —L Hom, (/M , E ) —

> HomA(A/tm , El) —

Pour 1%l , les A/™ -espaces vectoriels Ext;(A/m, M) et

(ker Ei)/(lm Ei Yy = HomA(A/M s Ei) sont isomorphes.

-1

Pour 1 =0, le fait que 50 = 0 entraine que 5_1 est un isomorphisme.

2) D'aprés la proposition 2 de [15], les A-modules & gauche Exti(A/’m,M)
et '}."ori_i (A/m , M) sont isomorphes. Soit :

e —> Py 5 P, P M 0

une résolution projective de type fini de M . Alors pour tout 1 les

A-modules A/m ﬂA Pi sont de type fini et il en est donc de méme des

Tor?(A/'m, M) et des Ext;(A/fm , L

Définition 4.9 - Un A-module 3 gauche M est cofini si son enveloppe injective

est somme directe fini d'enveloppes injectives de modules simples.

La proposition suivante est la proposition 3.19 de [21].

Proposition 4.10 - Soit M un A-module & gauche. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
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i) le module M est cofini ;

ii) tout systéme inverse de sous-module non nuls de M admet une inter—

section non nulle.

La proposition suivante est le théordme 3.21 de [21]

Proposition 4.11 - Soit M un A-module i gauche. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

i) Le module M est artinien ;

ii) Tout quotient de M est cofini.

Théoréme 4,12 — Soit A un anneau local dont le radical M est engendré par

un systéme centralisant. Alors 1l'enveloppe injective du A-module & gauche A/M

est artinienne.

Preuve ~ On adapte la démonstration du théoréme 4.3 de [21]. Notons E 1'enve-
loppe injective du A-module & gauche A/M . On supposera que E n'est pas
artinien et on en déduira une contradiction. Soit 1’ensemble des idéaux
bilatéres & de A tels que AnnE(&;) n'est pas artinien ; cet ensemble n'est
pas vide puisque AnnE(O) = E est supposé non artinien. L'anneau A &tant
noethérien 3 gauche, 1'ensemble Cﬁ posséde un élément maximal, soit ,P .
Comme E = EA(A/'\Y\«) est extension essentielle du module simple A/m , on a :
AnnE(‘m) = A/m, ; donc mécﬁ et ,f) i m

1) Montrons que E (A/mM) est isomorphe au A/'p -module AnnE P

A
L'extension de A//f) -modules

A < AnnE /P

est &videmment essentielle. D'autre part AnnE P estun A/,P ~module
injectif ; en effet soit J un idéal & gauche de A/.P et £ :J _>AnnE ,P
un A/P ~homomorphisme. Alors 1'homomorphisme de A-modules f : J 5 E se

prolonge en un A-homomorphisme : g : A/,P — 3 E . Mais si xeA/,P on a :
,P 4 AnnA(x) < AImA(g(X))

donc g(x)eAnnE,P . Par suite g : A/P _..yArmE,P est un A/.P -homomorphisme

qui prolonge £ .

2) Soit @ : A ey A//P la surjection canonique et soit £r un idéal
bilatére non nul de A/,P ; alors Q_i(gf}) = & est un id&al bilatére de A
et ,P; G . D'aprés la maximalité de ,f) dans (;' , le module AnnE(&,) est

ini L = E = t
artinien. Posons E AnnE(P) EA/IP (A/am). On a Ann if AnnE@ e

'
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donc pour tout idéal bilaté&re non nul 56' de A/,P le A/.f) -module AnnE,

est artinien.

3) Montrons que le A/P -module E' est artinien. Supposons qu'il n'en
soit pas ainsi et notons 6, 1'ensemble des sous—A//f) ~module N de E' tel
que E'/N ne soit pas cofini. D'aprés 4.11 et 1'hypoth&se faite sur E' ,
1'ensemble 6 n'est pas vide. D'autre part, l'ensemble 6 est inductif pour

1'ordre d&croissant. En effet soit (N?\ )‘?\el\ une famille d'éléments de 6, R

totalement ordonnge pour l'inclusion. Vérifions que hen;\ Na appartient 3 6 .
Au cas ol il existe pe A tel que (\A N)\ = N , le résultat est évidemment
pe

vrai. Sinom, pour tout p €A , ona: N /(N Na) # (0) et
[ -4

N W/ N Ry = (0.

PEA L W3 2

Donc, d'aprés 4.11, le Aff) ~module : E'/ A N, n'est pas cofini ;
AeA

par suite ?A NXG Gé dans tous les cas. Par conséquegt, 1'ensemble 6 est
inductif et posséde donc un €lément minimal, soit No . Pour tout A//P -module
propre Nl de NO , le sous-module NO/N] du module cofini EZ'/N1 est lui-méme
cofini. Ceci implique que No est un A//P -module artinien. L'anneau A/,f)= Al
&tant local et son radical m' = Wn/,p étant engendré par un systéme centrali-

sant, le A//P -module EA/’P

(%) fep. Earp (a/m)] 6N

(E'/NO) admet une décomposition en somme directe

du type :

oli N est somme directe de A/P -modules du type : EA/ (A'/1) ol 'I est un
idéal & gauche central-premier inter-irréductible de A' et I # M . On va
montrer que N = (0) ; en effet sinon il existerait yegE' dont la classe
modulo NO , soit ¥ , serait un 8lément non nul de A'/I . Puisque

yeEE' = EA' (A'/fm') et que LM(E') = E' , 1l existe d'aplrés 2.6, un entier

k 21 tel que rm,k y = (0) ; d'ol fm,'(k) ¥ =0 dans R (E'/NO) et Yy appar-—

A'
tiendrait 3 Lm,(A'/I) qui est nul d'aprés 2.6. Par conséquent § =70 contrai-

rement a4 l'hypothése.
La décomposition (x) s'écrit donc :

Eyp E/N) =6 pE (A/m)

® Alp

et le socle du A/,F -module E'/N0 est

Soc(E'/N ) =@ p Soc [E, o (A/m)] = @p . a/m .

AR

1 1
Par conséquent fl . SOC(E'/NO) =0 , Puisque M  est engendré par une famille

1
centralisante et que ,P #M |, on peut trouver un &lément r e M r # 0 tel
que r appartient au centre de 1'anneau A/P . Alors un tel &lément r annule

SOC(E’/NO) ; d'oll :
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Soc(E’/NO) < Amn (r)

E';’NO
D'autre part, puisque r appartient au centre de A/,P s r.A/,P est un idéal
bilatére non nul de A/,P . D'aprés le point 2) de la démonstration, le

A/,P -module AnnE, (r.A/,P ) est artinien. Posons :

N é’r=§er‘ rxeNO?,

et si x¢g No ﬁ' r , notons W (x) 1'image dans No/r No de 1'élément rx de NO.

Alors ( est un A/,P -homomorphisme : NO I:Z' r — NO/rNo , de noyau égal &

N0 + AnnE, (r.A/p ). Par suite ker \ est artinien comme somme de deux modules

.. N _ . A
artiniens. L'image de W , étant contenue dans NO!rNO , est aussi uné—)-module

artinien. Par conséquent le module (No :’r)/ker Yy est artinien. Donc (NO :‘r)
E

est artinien et AnnE,/N (r) ¥ (No :'r)/NO est artinien. Puisque Soc(E’/No)
E

est contenu dans Ann (r), il est artinien et p est fini. On obtient ainsi

o E'/No
ainsi

E @®/N)=-0p.E (Alm)

Alp A!f:
o p est fini. Donc E’/NO est cofini, ce qui contredit le fait que Noe % .

Par suite le module E' est artinien.

= R . .
4) Il en résulte que AImE'P =E E‘A/ (A/m) est artinien, ce qui

contredit le fait que Pe‘ﬁ Donc le module E est artinien.

Proposition 4.13 - Soit A un anneau local régulier de dimension n et de

radical M . 8i M est un A-module 3 gauche de type fini alors, pour tout

i»0 , le A-module H;n(M) est artinien.

Preuve - Soit :
O —a3M —9EO Y E1 _ e
une résolution injective minimal de M . Alors :
A
E; = [e B (0 EA(A/'m)] & N,

ol N, est somme directe de modules du type EA{AH) o I est un idéal &
gauche de A , inter-irréductible, central-premier et distinct de M . Puisque,
pour un tel I on a LM(EA(A/I)) = (0) et que LM(EA(A/M)) = EA(A/'m)

d'aprés 2.6, on en déduit que :
_ A
L (B = & g () E,(a/m)
D'aprés 4.8, p? (M) est fini et d'aprds 4.12, le module EA(A/m) est artinien.

Donc L',n (Ei) est artinien pour tout i et il en est de méme de Hm(M).
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V ~ Annulation des foncteurs Hg‘/

Définition 5.1 - Soit A un anneau local régulier de radical M , M un
A-module 3 gauche. On appelle profondeur de M (en notation : prof, M) le

. A
plus petit entier 130 , s'il existe, tel que Extz(A/m , M) # 0 ; sinon on

dira que la profondeur de M est infinie.

Lemme 5.2 - Soit A un anneau local régulier de radical /M et de dimension n

et M un A-module & gauche

1) Si Exti(A,m, M) = 0, alors Extz(N,M) = 0 pour tout A-module &

gauche N de loangueur finie ;

2) 81 M est de type fini, la profondeur de M est infiniesi et seule-

ment si M = (0) ;

3) Si M est de type fini non nul on a : profA M+ dhA M =

Preuve — 1) Il suffit de procé&der par récurrence sur la longueur de N .

2) D'aprés la proposition 2 de [15], le A-module & gauche Extn(A/m,M)
M
est isomorphe & -—— . Si Ext /A/-m M) = , 11 résulte du lemme de Nakayama que

mM
= (0).

3) Posons p = profA (). D'aprés 2), on a p<n . D'aprés la proposi-
tion 2 de ([15] les A-modules & gauche Exti_l(A/r‘m, M) = (0) et Torﬁ_pH(A/fm,M)
sont isomorphes. Considérons une suite exacte de A-modules

0— 58— 5P | — 5. — 5P ey M 50
oll les Pi sont projectifs de type fini. Alors Tor?(A/fm,S) = (0) et d'aprés
le corollaire 2 de la proposition 5, n° 2, §3 chapitre II de {5], le A-module S
est libre ; d'ol dhA M&n-p . Pour prouver 1'égalité dh, M = n—p on raisonne

A

par 1'absurde et on suppose que dhA M<n-p . Il existe donc une résolution pro-

jective de type fini de M :

O —>»P —_ e ...__>P .,__.;P ____._>M_.>O.

n-p-1
Puisque Tor[;(A/tm s Pn—p—l) =0 on a Tor (A/fm ,M) = 0 d'ol (loc.cit)
Extﬁ(Aﬂm, M) = 0 ce qui contredit la defuutlon de p . On a donc

profAM+dhAM=n "

Théoréme 5.3 - Soit A un anneau local réguliex de radical my, et M un

A-module & gauche. On a :

profA(M) = Inf ii s Hjn ™M # 0?;

le second membre &tant oo si H;;L(M) =0 pour tout 1 .
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Preuve — Il suffit de prouver, pour un entier m> 0 , 1'équivalence des condi~
tions suivantes :

i) H,;L (M) = O pour tout 1 T m

ii) profA M2m .

POUT DroUVEr 1) mewey 11} on proc@de par récurrence sur m . Si m=0 , il n'y a
rien & démontrer. Supposons myp! et le résultat prouvé pour m-1 . Alors de
l'hy_rpothése : Hin(M) =0 pour i<m , on déduit que profA(M);m—] . Par suite
Extz(N,M) =0 si i<1m_1 et si N est de 1ongueur finie. Soit k<k'

1'application : ExtA (A/'ﬂl R M)___7Ext (A/’m , M) déduite de la surjec—

tion canonique : A/fm —-7 A/m , est injective. Puisque

(M) = .1__11_1§I§ixt:m«I (A/m , M) on a: Extzml (A/m, M) = 0O 5 d'oli prof Me2m.
Verlflons que ii) ==»1). On a donc prof (M)pm ; d'ot Ext (N, M) = O pour
i €¢m et tout A-module de longueur finie N . En particulier Ext (A/‘m« M) = (0)
pour i ; m et pour tout entier k=0 . Donc H M = 1_E,Ext (A/:m , M) = (0)

si i< ml.

La fin du paragraphe est consacrée i la démonstration d'un théoréme
tendant 3 comparer la K-dimension de Gabriel-Rentschler (cf.t91) d'un A-module

M et le plus grand indice d'annulation du foncteur de cohomologie locale H; oD,

Proposition 5.4 - Soit A un anneau noethérien (3 droite et & gauche) @ un idéal

bilatére de A engendré par une famille centralisante et M un A-module &

gauche tel que L, (M) =M . Alors on a : H:L&J(M) =0 pour izl

Preuve - Considérons une résolution injective minimale de M :

0 > M E E S e
o 1

D'aprds 2.5, on a L@(Ei) = Ei pour tout 120 , D'ol le résultat.]

Corollaire 5.5 -~ Soit A un anneau local de radical am , G un idéal bilatére

de A engendré par une famille centralisante et M un A-module & gauche de

longueur finie. Alors Ha’ (M) = 0 pour 1=l

Preuve — Puisque M est de longueur finie, il est amnulé par une puissance
de M ?t donc aussi par une puissance de G . Dol LCL(M) = M et par 5.4,
on a Ha M) = (0) pour il .l
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Proposition 5.6 — Soit A un anneau local, @ un idéal bilatére de A engendré

par une famille centralisante et M wun A-module & gauche artinien. On a pour

tout 1i>0 , Ha(M) =0.

Preuve — Le module M est réunion de la famille de ses sous~modules de type

fini, lesquels sont de longueur finie. D'ol le résultat par 5.5 et 2.11.1

Dans 1’énoncé et la démonstration des lemmes 5.7 et 5.8 on conservera
les hypothéses et notations suivantes : soit A wun anneau local de radical M ,
x un élément du centre de A , x&émM , x # 0 , et I wun idéal & gauche
central premier de A . Notons Z{4) le centre de A j; alors InZ(A) est un
idéal premier de Z(A). On notera § le complémentaire dans Z(A) de InZ{(A).
Alors A/I est un Z(A)-module a gauche, S“I(A/I) est un A-module 3 gauche
et le morphisme canonique : ¢« : A/I S-](A/I) est un A-homomorphisme

injectif. On notera K le conoyau de ¥

Lemme 5.7 - 51 N est un sous—A-module de type fini de K , la dimension de

Krull de N est strictement inférieure 3 celle de A/I

Preuve — On peut supposer le module N monogéne. On a donc N = Ae ol ee€K .
Soit p : A P A/T et 1 : S_I(AXI} — > K les surjections canoniques. On a
alors e = r(g) ot geS-l(A/I) g = t—l. p(b) ol be€A teZ(A)y t &1 .
L'élément w = t_l p(l) de S—‘(A/I)) oi 1 est 1'élément unité de A ,vérifie
bw = g . Soit 2z un élément de N ; alors =z = ae ol a€A . Donc

z = ar(g) = abr(w) = (ab)v en posant v = r(w). On a donc NgA.v . D'autre
part on vérifie que I + At est contenu dans ArmAv . Par suite Av zA/AnnAv
est isomorphe & un quotient de A/I + At et on obtient les inégalités

. . A
K- < K- < Wt —_——
dim N & K-dim Av < K-dim 1 At

et, puisque I est central-premier et que t ¥ I on a

K-dim 2 .1

. A
- —_ <
KdlmI+At I

Lemme 5.8 - La multiplication par x dans S*I(A/I) est un A-isomorphisme.

Preuve - Ceci résulte du fait que I est central-premier et que x&$S .l

Lemme 5.9 — Soit A un anneau noethérien

a) Soit T wun foncteur additif contravariant de Mod vers Ab ; et

A et
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soit ((Mk)k en ‘Pkk.) un systéme projectif de A-modules 3 gauche.

On suppose que pour tout entier k , il existe T(k) =k tel que

Prizm 0
Alors %n-lvT(Mk} =0

b) En particulier, soit (&, un idéal bilatére de A , engendré par une

famille centralisante et 2z un &lément du centre de A non diviseur de zéro

dans A . Pour tout A-module & gauche M annulé par =z et tout j20 , on a :

. k
. G : Az
1im  Exts ¢ , M =0
T A gk
Zz.
ol &,k Az = zaéA za Gé'(,kz

Preuve - a) Soit kgk' om a '\fkk, M, — Mk un A-homomorphisme. Il en

résulte un homomorphisme de groupes abéliens
Yoo P TM) —s T(M)

D'olt un systdme inductif de groupes abéliens,; on notera '\Vk le morphisme
canonique :
T 1i M
(Mk) — ;m> (M)
Soit x & 13'Lm> T(Mr) 5 1l existe un entier k321 et un &lément xksMk tel
T
que X = '\yk (xk). Comme on a th(k) =0 , il en résulte que ¢}

d'oll x = “?/k (Xk} = ("P’k o \Yt(k)k) (Kk) =03

Yok ~

b) On applique le résultat précédent i l'anneau A et au foncteur

i zA
ExtA/ZA(—, M) . ak' N G,k N
8i kgk' , on note q,kk' o —_ ak le

A/zA-morphisme canonique :
L'idéal (G vérifie la propriété d'Artin-Rees. Donc, si m est un

entier >0 , il existe des entiers k,,k,,..., tels que : &2 n G ! ca” .z,

Gbm—2 2n G Zs&m—l %z ,... . Notons % (m) = Sup {m , kl,kz ,3

On a, alors Az N G\:C(m)é &" . z . Donc, si xéa,%(m) : Az , on a

x Az €G™ . z et, puisque z est non diviseur de zéro dans A , xA ca” s

' - m o . -
d'oi x€G . D'ol qu'b(m) =0 |

Théoréme 5.10 - Soit A un anneau local régulier, de dimension n , i son

radical, KysXgyeeesX  uDE suite centralisante A-réguliére engendrant M et @
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1'idéal bilatére de A engendré par Ky seeey X, MED .

Soit M un A-module i gauche de K-dimension finie s . Alors pour tout

. . i
entier 1; s , on a HG(/(M) =0 .

Preuve - On raisonne par récurrence sur m . Si m =0, ona G= (0) d'ol
Hla, (M) = (0) pour izl ; d'oli le résultat. Supposons m31 et le résultat
démontré pour m~] et raisonnons par récurrence sur s . pour s =0 , il
suffit d'appliquer 5.6. Supposons s»0 et le résultat démontré pour les
modules de K—-dimension s'< s . Chagque sous-module de M é&tant de K-dimension
au plus 8 et M &tant limite directe de ses sous-modules de type fini on se
raméne, 3 l'aide de 2.11, au cas ol M est de type fini. Alors il existe une

suite de sous—modules de M :

= < < ... C =
(o) Mo Ml Mr M

telle que Mj/Mj- 4 A/Ij s i=1,..0, v, ol IJ. est un id&al & gauche

central-premier d(i_ A . On peut donc se ramener au cas oi M = A/T , I é&tant
un idéal & gauche central-premier de A , avec K-dim A/I = s , ceci en utili-
sant 1'hypothése de récurrence sur la K-dimension. Seit S 1le complémentaire
dans le centre Z(A) de A de 1'idéal In Z(A), qui est un id8al premier de Z(A).

Considérons la suite exacte de A-modules :
0 —» A/T —3H — 5K —35 0 ot H=35  A/I

et oi K est le conoyau de la fléche A/I ..~ H . D'aprds 5.7, et 1’'hypothése
de récurrence sur la K~dimension, on a : H%-” (N) = (0) §i iw s , pour tout
sous—module de type fini N de K . D'olt d'aprés 2.11, Ha(K) =0 pour 1izs
On consid@rera séparement les cas od e ¢ 1 etoli x,€I . 8i %, &I, la

multiplication par %, d{ms H est, d'aprés 5.8, un is:)morphisme. Donc la multi-
plicatior} par x, dans HZ\, (H) est, pour tout i , un isomorphisme. Mais

si yéHa (H), il exist_:e un entier k321 tel que &,k y = (0) ; donc XI;.Y = 0
et y=0 ., On a donc Ha (H) = (0) si i20 et donc Ha(A/I) =0 si i»s .

Supposons xlel et utilisons la suite spectrale (cf.[6]) :

P A A A A p ptq A A
EXtA/xlA (’I‘orq (_X]A’ _G,k)’ I) — Ext, (k ' T
Elle dégénére, puisque dh A 1 en une suite exacte longue
A xA Guk'AX
i A A i A A i-1 LA
5, Ext (——— , 2)—s Ext, (= , =) —3 Ext (= = P eee
Alx A x A +&’k I A&k I A/xlA Guk il
et d'aprés 5.9, on a
i . i A A . i A A
H,. (A/I) = lim Ext (—k— , =) = lim_ Ext (e— =)
& =~ >=TTA G I 7 A/x]A X1A+ g_,k T
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L'anneau & = A/xlA est régulier et & = Zgi» est engendré les m—1 premiers

&léments d'une suite centralisante A-régulidte engendrant le radical de A .

oGS+ Ax,
Ona & = — donc par hypothése de récurrence sur m on a :
1

i . i A A

H. (A/I) = 11 Ext i —3 = 0

g D =g Eer (g D

1

pour i®s . D'ol le résultat.l}
Corollaire 5.11 - Soit A un anneau local régulier, M un A-module 3 gauche

non nul de type fini. Alors om a :

profAMéK— dimAM<co

Preuve - On a : profA M=p<w d'aprés 5.2. D'aprés 5.3 et 5.10 on a :
H%;(ND #0 et p&K~- dimA M . On sait (c£.{223) que la K~dimension de M

est finie.
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Recent developments in the classification theory

of algebraic varieties

Herbert POPP

The classification theory for surfaces over the complex numbers is due to

Enriques {3] for algebraic surfaces and Kodaira {147, for compact complex surfaces.

We use the usual notation for the main numerical invariants of a compact complex
manifold X , namely, K is a canonical divisor of X , p (X) 1is the geometric
genus, pm(X) the m-genus, q{(X) the irregularity, X(X) the Kodaira dimension,
a(X) the algebraic dimension, bi(X) the i-th Betti number and )((X,OX) the

Euler characteristic of the structure sheaf OX m . Then the classification table
for surfaces is a follows.
X a relatively minimal surface
X Ip,|p, Py K K2 q b x a Structure of X
2 >0 |>0 >0 Z/bI >0 2 algebraic surface of general type
1 |>0 0 20 2,1 elliptic surface of general type
1 0 0 2 4 0 2,1,0 complex torus
1 0 0 2 3 0 1 elliptic surface (type VIO)
: 1 0 0 0 0 2 2,1,0 K3 surface
° ] o [#0 0 0 0 1 2 Enriques surface
1 0 1 2 0 2 hyperelliptic surface
or [0 |#0
0 0 1 1 0 1 elliptic surface (Type VIIO)
Sor 1o o | 1 2 P! x B! oder B2
) 1 2 0 2 elliptic surface ~ P! XC,g(C)=1
L.ooj 0} 010 SQBQ) 22| 2q | 1-q<0 2 ruled surface of genus qz2
o} 1 1 0 i Hopf surface
i 1 0 4] surface of type VIIO
n

The invariants ©Py and X are defined below.
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The rough classification of surfaces is achieved by proving that for surfaces the
only combinations of numerical invariants possible are those listed in the table.
The fine classification is the study of the surfaces of the classes in the table
by moduli theory (as in the case of surfaces of general type, abelian surfaces,
or K-3 surfaces) or by fibre space methods as in the case of elliptic surfaces

and ruled surfaces.

For higher dimensional algebraic varieties, classification theory (in the rough
sense) originated with Iitaka at the beginning of the seventies (cf. [93,(100) (2).
His idea was to use the m-canonical mappings and the Albanese mapping for the
classification, as in the case of surfaces. For projective algebraic varieties,

the procedure is as follows (3).
Let V be a smooth, projective algebraic variety over € and KV a canonical
divisor of V . For every positive multiple mKV consider

HO(V,mKV) = [f s £ a rational function on V with (f)z - mKV} , the €-module
of global sections of the sheaf associated to mKV . The m—-genus of V ,

pm(V) = dim HO(V,mKV), is a birational invariant, i.e. if V and V' are biratio-
nally isomorphic smooth projective algebraic varieties, then pm(V) = pm(V‘) for

all m»0O (but not necessarily for m<0).
o .
If H (V,va) is not the zero module, let fo sanes fN .

bagis of HO(V,mKV) and consider the rational map, called the m-canonical map
of V ,

N = pm(V) -1, be a

¢

PP s (E (B ¢ .. £(R))

from V into wN .

@m is uniquely determined up to a projective transformation of ?N , correspon-
ding to a different choice of basis of HO(V,mKV) and is independent of the

particular canonical divisor KV . There are, however, algebraic varieties, for

example the ruled varieties, for which ¢m does not exist for all m>0 .

(2}

For curves the coarse classification is trivial and yields to the classes of
curves of genus O , curves of genus | and curves of genus »1 . The fine
classification is the theory of moduli for curves (cf. [16],[20]).

(3>The procedure described works with some modification for reduced compact complex
spaces and is a bimeromorphic theory, cf. [103,(23].
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(4)

The Albanese map o : V __?Alb(V) over € 1is obtained as follows : Take a

1
holomorphic differential I-forms of V , where q = dim H (V o] ) dim HO(V, al ),

basis ), ,..., @y of H° (v, JLV), the module of global sectlons of the sheaf of

the irregularity of V (V is a smooth projective variety). le a point PoeV
and define for P&V

@ p ([ o ., [opedt,

¥ ¥

where %y 1is a real path on V from PO to P . The vector (frwi) depends on
the chosen path Y* connecting Po and P , but there exists a 2q-dimensional
lattice L in €? such that if ¥ and 36' are two paths from PO to P
then (fwi) - (J;.wi) € 1 . (A basis of L may be obtained as follows :

Let 5] yeses qu be 2q closed paths of V through Po which generate the
free part of HI(V,Z). Then L 1is spanned over Z by the 2q vectors
<.r5 yenes fd'- wg ), i =1 ,..., 2q). The quotient space Alb(V) = ¢d/L

is called the Albanese varlety of V . It is a complex torus which is algebraic

and therefore an abelian variety. The holomorphic map induced by (%) (it is even

an algebraic map)
P —5 A(P) € AlB(V)
is the Albanese map of V .

Now, concerning the structure of the maps @m and o we consider first the

fundamental theorem of Iitaka on the structure of the maps (I)m

Define the Kodaira dimension X(V) of a projective variety V by

max dlm(\) (V) if pm>0 for some m
P »0

x(V) =

-®  if pm=0 for all m»0

Then Iitaka's theorem states (cf. [91 of {231, theorem 6.11).

Theorem | -~ Let V ba an algebraic variety of Kodaira dimension »0 . There exist
smooth projective varieties v* and W* and a surjective proper morphism

£ vE >wx which satisfy the following conditions

4

For an algebraic definition and the universal properties of ® see Lang {15].
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1) v* s a birationally isomorphic to V ;

2) dim WE = x(V)

3) For a dense {(non—empty) subset U of Wx each fibre Vj = f”1 {(w, vel ,

is irreducible, non-singular and has Kodaira dimension 0. W -U is the union of

countably many closed subvarieties ;

4) If fi : V# qw* is a fibre space ®) satisfying the above conditioms 1)-3),
there are birational maps g : v* — V# and h : W .___,w* such that the

diagram

is commutative. Moreover, the fibre space f : Vx _,w* is birationally equi~-
valent to a fibre space associated to the pluricanonical

map ®m : v __..._;,Wm = @mK(V) < ?N , for any sufficiently large m with pm>0 .

In other words, Iitaka's theorem states that the m-canomnical map Qm determines,
for large m , a fibre space structure on V which is unique in the birational

sense, with algebraic varieties of Kodaira dimension O as general fibres.

More generally, Iitaka has introduced the 4 -dimension of an invertible sheaf £

on a smooth projective variety V as follows.

Definition 1 - Let ®W(L,V) = {m>0 ; dimCHQ(V,iﬁm) 2 1} and for nen(l,v,
N . .
denote by ¢m£ : V_.3P the rational map given by (bmx (P) = (fO(P),..., fN(P)),

where £ ,..., f is a basis of HO(V,xﬁm). Then the & —dimension of V is

max dim § o (V) nen(E,m , it mL,m £
m m

w(L ,v) =
- if v =9 .

If D 1is a divisor of V the ;C—dimension of the sheaf x associated to D is

denoted by x(D,V).

A theorem analogous to Theorem ] holds for the i -dimension (cf. [23], §5 for

details).

(53

A fibre space is a morphism g : X ——3 Y of reduced projective varieties which
is (proper and) surjective and has connected fibres.
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Next, Iitaka's theorem suggests that we divide the algebraic varieties of a fixed

dimension into 4 classes as follows.

1) Varieties with =x(V) = dim V , called varieties of general type or hyperbolic

type ;

2) Algebraic varieties with dim V > x(V) 321 ;

3) Algebraic varieties with X(V) 0 , called varieties of parabolic type ;

4) Algebraic varieties with %(V) - a | called varieties of elliptic type.

The birational investigation of the varieties of class 2) reduces by the theorem
of Iitaka to the study of fibre spaces of algebraic varieties with a variety of

Kodaira dimension O ag general fibre.

The Albanese map is essential for the study of the classes 1), 3) and 4).

The following facts concerning the structure of the Albanese map are of interest.

Proposition | — For a (smooth and projective) variety V of general type, the
irreducible components of the general fibre of & : V _5 Alb (V) are also of

general type.

Concerning the Albanese map of varieties V of Kodaira dimension O , i.e. of

class 2), Iitaka and Ueno have suggested (cf. {233, p. 130).

Conjecture Kn : If V is of parabolic type, the Albanese map o : V — AIb(V) is
surjective and has connected fibres. Moreover, the fibre space o : V __ 5 AlB(V)
is birationally equivalent in the etale topology to a fibre bundle over Alb(V)
whose fibre and structure group are an algebraic manifold F of parabolic type

and automorphism group Aut(F) of F , respectively.

By the classification theory of surfaces conjecture Kn is known to hold for
surfaces. If S is a relatively minimal projective surface of Kodaira dimension O,
then if the irregularity q(S) of S equals 2 , § is an abelian variety and & is
an isomorphism. If q(S) =1 , S 1is a hyperelliptic surface and o : § —35 Alb(S)

has the structure of an elliptic bundle over the elliptic curve Alb(S).

If V is a smooth projective variety for which there exists a birationally equi-
valent model Vx such that mKVx is trivial, then Kn holds for V . (See (231,

prop. 11.4.3 for a proof).

For varieties V of dimension 3 with X(V) = 0 , Ueno (24] has shown that <« is
surjective. Moreover, Ueno £22] has proved Kn holds for generalized Kummer
varieties (cf. [23], 16.7 and 16.8).

For the image o (V) £Alb(V), Ueno [23},p.111, has proved the following.
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Proposition 2 - The Kodaira dimension of o (V) 1is 2 0 and equal to zero if and

only if A is surjective.

The following conjecture of Iitaka is especially of interest for varieties of

elliptic type.

Conjecture Cn m Let W: V _..sW be a surjective morphism of projective smooth
3

algebraic varieties over € with connected fibres, i.e. W: V mp W 1is a fibre

space. Let n =dim V , m = dim W . Then

AWz xW) + (V)

where VW is the general fibre of W

Conjecture C ,m and Proposition 2 immediately imply the following statement
Let V be a projective variety of elliptic type with irregularity q(V)> 0

Let V _5 W be the fibre space associated to the Albanese map « : V .——p Alb(V).
(V__»W 1is the Stein factorization of the morphism V 3 4(V)). The general
fibre of V __3 W 1is of elliptic type. Therefore, if Cn o holds, the study of

b
algebraic varieties of elliptic type is reduced to

1) the study of algebraic varieties with irregularity O ;

2) the study of fibre spaces whose general fibre is of elliptic type.

It is interesting to note that Conjecture Cn o is related to Conjecture Kn
More precisely, if Cn o holds and V 1is a projective variety of parabolic

s
type, the Albanese map & : V —35Alb(V) 1is surjective and an irreducible compo-

nent of the general fibre of ® is of parabolic type.

We indicate a proof of this fact. Consider the fibre space V .3 W associated
to the Albanese map. Then since x(V) = 0 , it is not difficult to show by the
adjunction formula (cf. €233, §6) that the general fibre of V 3 W is a
variety of Kodaira dimension 20 . Also (W) >R(A(V)) since W is a covering
of o (V). Then by Proposition 2 and Cn o « must be surjective and the general

s

fibre of V —3 W a variety of parabolic type.

The proofs of Conjectures and Kn are the main problems of classification
theory of algebraic varieties’as far as the rough classification goes. If they were
known, the rough classification of algebraic varieties would be considered to be in
a satisfactory state. The fine classification, that is the study of the varieties
in the various classes by fibre space methods or by moduli theory, remains. However,
as new developments show, the rough classification and the fine classification

cannot be separated. The fine classification for lower dimensicnal algebraic

varieties is needed to do the rough classification of higher dimensional varieties.
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This discussion so far has given a brief description of the classification theory

as contained in Ueno's Lecture Notes.

There are two interesting new developments in the theory. The first, due to
Titaka (113,(12) and Sakai {21], is an extension of classification theory to open
varieties. The second is concerned with the proof of the Conjectures Cn o and Kn.

>

In particular, Viehweg's proof [26] of Conjecture Cn 1 has added new insight
b
into the interaction between moduli theory and classification theory. We describe

these developments below.

First we discuss the extension of classification theory to open varieties follo-
wing Iitaka's papers [11J and (123.

Let V be a smooth connected €~scheme which, for the sake of simplicity, we
assume to be quasi projective (actually the theory holds for all connected and
reduced €-schemes of finite type}. Then Iitaka'’s method is to consider a compacti-

fication V of V such that

1) ¥ is smooth,

2) the boundary D =V -~ V is a divisor with strong normal crossings and the
sheaves A (log D) of rational differential g-forms on V which are holomorphic
along V and have at most a logarithmic pole along D, q=1,..., dim V (6).
The new Kodaira dimension X(V) of V 1is defined, analogously to the compact
case, as follows :

Consider the sheaf i (log D}, n = dim V . Note that this sheaf is invertible
and isomorphic to the sheaf associated to the divisor Ke + D, where KV is a

\
canonical divisor of V .

Definition 2 - The £ —dimension of the divisor K? + D 1is the logarithmic

Kodaira-dimension of V , denoted by X(V), i.e.

R(V) = x®& + D, V)

® If P€D is a point, a logarithmic g~form writes locally at P as
dz, dz,
w = E aIJ(z,w)—E—l—(ﬁ-A...I\~—zlﬁl\dw.(l)l\...l\dw,<s)
’ i(n) i(r) J ]
rHE=g
L= (1) ,..., o(x))
J = (J(!) 2oy J(S))
. . N
where aI,J(z,w) is holomorphic at P and (Zl""’zm N wl,...,wn_m, is a system
of regular parameters at P on X such that Zy e 2 = 0 defines D at P .
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The logarithmic irregularity of V is defined by q(V) = dim HO(V, Ie(log D)).

If V is a smooth projective variety, ®(V) = x(V) and q(V) = q(V). The Kodaira
dimension X(V) and the logarithmic irregularity g(V) are independant of the
compactification and hence invariants of V . More precisely, they are biratio-

nelly invariant in a certain restricted sense which we explain next.

Definition 3 — Amap f : V, —5 V, of (smooth) quasi projective varieties is

called strictly rational if there exists a proper birational morphism y : V3 - %

from a (smooth) quasi projective variety V3 such that f o p is a morphism.

A birational map f : V1 ___;Vz of quasi projective varieties is called strictly

birational if f and f~! are strictly rational maps.

Note that a dominant rational map from a complete variety V. to a non complete Vé

i
is not strictly rational. A rational map from Vl to a complete V2 is always
strictly rational by resolution of singularities and elimination of points of

indeterminany of ratiomal maps ([81).

The following proposition is easily proved (cf.({113).

Proposition 3 — Let f : V » V, be a dominant rational morphism of smooth

1 2
quasi projective varieties. Then for all m >0 the natural map

lin Bm
01 v, h ) B, ahT)

PR . . . . * . . .
is injective. If, moreover, f is birational and proper, f 1s an isomorphism.

Proposition 3 implies that the logarithmic Kodaira dimension and the logarithmic
irregularity are inmvariant with respect to strictly birational maps and, in parti-

cular, independent of the compactification Vofv.

The theory of £ —dimension, if applied to the sheaf Jln(log D), yields the
following. {(cf. [233, 6.11 and {113, Prop. 5).

Proposition 4 - Let f : V.5 W be a strictly rational dominating map of smooth

quasi projective varieties. Then
(V) ¢ R(Vw) + dim W,

where Vw is the general fibre of f

The fundamental theorem for m—canonical maps {cf. Theorem ) generalizes as

follows. (cf. (113, theorem 5).
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Theorem 2 — Let V be a smooth irreducible quasi projective variety with R(V)=2O.
There exists a proper birational morphism p from a smooth quasi projective
variety v ontoc V and a dominant rational morphism £ : vE ——3 W , where

dim W = %(V), such that the general fibre vE is conmected and i(Vw) =0 . Such

W
a fibred variety is uniquely determined up to proper birational equivalence.

The Albanese map of an open variety is obtained as follows. Let V be a smooth
compactification of V as above. Then by Deligne's theory [2] the logarithmic
i-forms of Hc(ﬁ,-ﬂv(log(D)) are closed. Hence, integration yields a Z-linear

map 1 from HI(V,Z) into the dual Ho(ﬁ,.ﬂ.“}(log D))x of HO(V,ﬁ%(log D))

i:u ) 5 &, 51‘17(108 ) *

Y o—— (w,¥) =fx_‘*’
where w € HO(V,J\.\—II(log(D)) .

The quotient AIb(V) = HO(V,-"\.%-(lOg(D))x/i(H](V,Z)) considered as a Lie group is
the Albanese of V . The Albanese map d.v is obtained by integration from a fixed
point 0O€V to Pe&V along a path in V :

oy 1 Ve y AIB(V)

- 1
Py SP w, ©@en’ (7, Nc(log(D).
0

KTb(V) 1is related to the Albanese of V by the exact sequence of groups
03 K —yp AID(V) s AID(V) = AIB(T) 50 .

Deligne's theory (2] implies that XK = (G’k)r is a torus of dimension r ,

where t = Q(V) - q(ﬁ) = bl(V) - bl({;). Thus Alb(V) carries the structure of a
quasi abelian variety, i.e. is a group variety which is an extension of an abelian
variety by a torus. (cf. {12] for details).

The universal properties of °(V are as follows.

1) Any strictly rational map £ 1 V

1 > V2 induces a morphism

fx : mwl) _ A—lfa(vz) which satisfies the commutative diagram

£
B —
Y Yy
v kvz
N
—— fx ——
Alb(Vl) Alb(Vz)
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2) 1f @: ¥ > X isa strictly rational map into a quasi abelian variety X s

there exists a morphism Q’l : ALB(V) — X such that g = ({} o oﬁv . Moreover (Pl

is unique and a translation of a homomorphism of algebraic groups.

With the Albanese map defined as above, Iitaka carries Ueno's theory of the
Albanese map for compact varieties (cf. 23] §9 and §10) over to open varieties
and generalizes almost all the theorems known for the compact case to open

varieties. For exzample, Proposition 2 is generalized to

Proposition 5 (cf. {12], Theorem 4) — Let G be a quasi abelian variety and XCG
be a closed irreducible subvariety. Then X 1s the translation of a subgroup

scheme of G or X(X)»0 .

A very interesting aspect of this new theory is its application to commutative

rings ; we indicate this by describing two of Iitaka's results

1) Let V = Spec{(A) be a smooth affine variety over € . If (V) =dim V , the
automorphism group Aut(V) of V , or equivalently, the automorphism group of the

C~algebra A , is finite.

Qutline of proof (cf. (111 for details) - Let V be a compactification of V as

above with D =V ~V as boundary. Then, for every m>0 , Proposition 3 yields

a natural linear representation of Aut(V) in Aut(HO(V,m.(Kv+D))). Since

(V) = dim V , this representation is faithful for an appropriate m>0O which may
be chosen such that Theorem 2 is satisfied by the map ¢m(K1+D): Vv—5 TN .

Let G be the Zariski closure of Aut(V) 1in the algebraic group Aut(Ho(V,m(Kv+m)
and Go the connected component of G . We must show Go = Je} . Assume GO # el
Then GO contains a subgroup H which is isomorphic to the additive group

Ga = Spec(C[x3)} or the multiplicative group Gm = Spec(€ [x,x-lj), and which
operates as automorphism group on V . There exists an H~stable open subvariety

V: of V such that the quotient Vz/H exists. Proposition 4 applied to

VO ....,.g,VO/H yields the inequality dim V = R(V)éi(vo)éx((vo) ) + dim V/H$0 +
+ (dim V) - 1 which is a contradiction. Therefore Go = ie} and Aut(V) is

finite.

2) (Cancellation theorem of Zariski) - Let V = Spec{A), W = Spec(B) be smooth

affine algebraic varieties over € , such that X(V) or %(W) 1is not - @ ,
Let x be an indeterminant over A and B . If the polynomial rings A(x] and B{x)
are isomorphic as €-algebras, them A and B are isomorphic as €-algebras, i.e. x

can be cancelled.
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Qutline of proof (See [6]1 for details and a more general form of the cancellation

theorem) — We assume for simplicity's sake that R(V) and X(W)3» O . Denote by

~
d) : A [x)—3 B {x] the isomorphism of €-algebras and by Q) : Spec(B tx1) =
WA 5 VXA1 = Spec(A {x3)) the associated morphism of schemes. For any prime

divisor D of W , consider the divisor DxA1 of WXA1 . Then $(D xAl) =E is
a prime divisor of VRAI . We claim that %(DXAI) =E 1is of the form D‘)(A3 R
where D' is a divisor of V . Consider the projection Pyt V% A1 ——> V and the
image pl(E) of the divisor E . If pl(E) is dense in V , we conclude, using
some elementary facts about X ~dimension and the fact that E is irreducible and
closed in V:cA1 , that %R(E) = X(D xAl)zi(W);O which is impossible since

®(D% A1) = - @ | Hence, pl(E) is not dense and therefore pl(E) =D’ , a prime

i

divisor of V , and E = D'X A" |, This yields a map ¢ : W —pV as follows.

Let Pe&W and let D senns Dl be divisors of W such that Dln -.-aD = ir}.
Let D]!ch be such that @(DixAl) = D]!L xa! . Then D;n Y D; ={Q} is a

point of V and we obtain amap ¢9: Py 3 Q from W to V which is an isomor-

phism.

We discuss finally the attemts to prove Conjecture Cn o' firsgt describing
E]

Viehweg's proof of Conjecture C
n,n-1

An essential step in this proof is the observation that in order to prove

Conjecture C, , it suffices to prove the following statement (cf. £263,(200).

S

' _ i . . .
Statement Cr,s Let T : V] .__7W1 be a surjective morphism of proper

1

varieties over ¢ with connected general fibres, where r = dim V1 and

s = dim W, . There exists a birationally equivalent morphism M hu

1
smooth, proper varieties such that x( @y b1 _“_:!:

: Vo3 W of
-1

@ V)>/1<(Vw), where . and w

denote the canonical sheaves of V and W respectively.

More precisely, the following theorem holds.

Theorem 3 - Asgume that C;_«+1 1 holds for all lsm and r = n-m . Then C
k4
holds.

Next, for fibre spaces of curves (i.e. the general fibre of T is a smooth curve of
genus g2 1) the theory of fine moduli spaces (cf. L19]) allows us to reduce the
-] FO families of stable curves. The following semi-
stable reduction theorem holds.

proof of the statement C]':
E

2 iV, —a W, and T: V.—35W are called birationally equivalent, if

there exist birational maps ¢ : V1 — SV and Wy: wl 3 W such that

To@ = Yo ‘l'l"1 as rational maps.

291



_.]2_

Theorem 4 ({261, §5) - Let 'trl : Vi JR— WI be a surjective morphism of proper,

smooth varieties such that the general fibre of T\‘1 is a connected curve of

genus g3zl . There exists a commutative diagram of proper varieties
h £
V ¢ Vo< VS
r‘ \i
(%) N L
4
W (_.g___ W'

with the following properties
1) Every morphism and every scheme occuring in the diagram is projective

2) W: V—3W 1is a surjective morphism of smooth varieties with connected

general fibre which is birationally equivalent to ‘n'] : Vl __)WI

3) h: Vi3V and g : W' >W are flat Galois covers with Galois group
G and V' 1is birationally equivalent to w'xwv . The only singularities of

W' and V' are quotient singularities

4) LA VS._._;W' is a family of stable curves of genus g with level
p-structure, p23 , and f : VS__..-;V’ is a birational morphism. (c¢f. 9] or {203,

Lecture 10, for the notion of level p-structure)

5) The group G operates on VS and V 1is a resolution of singularities of the

quotient VS/G of VS by G .

Viehweg applies the duality theory of sheaves to the diagram (%) . He proves

that the varieties V' , W' and V have rational singularities ({27), Def. 1)

S
and are Cohen-Macauley schemes and that therefore, for every morphism of the
diagram (%), the dualizing sheaf exists. A close inspection of the dualizing

sheaves yields the inequality
1
X(QVS/W' s Vo) € K@y, e 5 V) & Xy 0 V)

Hence, to prove statement CI'1 o it suffices to prove the following proposition.
3

-1

Proposition 6 — Let W: V_3 W be a proper flat family of stable curves of
genus g>» 1 with level p-structure and with smooth general fibre. Then

x -1
T w
:g(wv i3

W V) = x(Vw) . (W 1is assumed to be smooth).

The following stronger theorem holds.

Theorem 5 — Let W: V.ueypW be a proper flat family of stable curves of genus
r® Mép)

g% ! with level p-structure, p»3 , and smooth general fibre. Let —
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be the universal family of curves with level p-structure and ¢: W __5 MQ]) the

map determined by V_35 W (cf.(191). Then %{(w ) amax(;c(vw) , dim @ M)).

VW’

(w

Outline of proof - If ¢ (W) 1is a point in Mg , then V = n Wy

M W 3 thus,
V_3 W is a product and the inequality follows trivially. If dim c%(w)>0 ,

we must show x(w V) 2dim @(W). For the proof, we need the following infor-

v/w
mation about the relative canonical sheaf of a family of stable curves. Let C B35S

be a family of stable curves of genus g with smooth general fibre over a normal

scheme S . Denote by wC/S the relative canonical sheaf of € 3% S

(e exists since T 1is locally a complete intersection [7]). Then W_ w is
c/s s x C/S

a locally free sheaf on S of rank g . Consider the line bundle A “x wC/S and

. g .
let D be a divisor on S such that A T ~nD ., Let W be the divisor

* C/s c/s
of Weierstrap points of C/S , i.e., the divisor of € with the following proper-—

ties :

1) For every smooth geometric fibre Cp of C—35, WC/S“ Cp is the classical

divisor of Weierstrap points of Cp 5

2) is the smallest divisor of C with property 1).

Wess
The following fact is essential for the argument (cf. (1] and (263 for a proof).
There exists a positive divisor E = E

of C/5 such that

/s with support in the singular fibres

1
B5g (g+]) o %
w 4]
C/82 D + wC/S + E

where e~ means that the right side is a divisor of a section of the left side.

These considerations can, in particular, be applied to the universal family

P(p) — M;p) of stable curves with level p-structure to obtain

1
g(g+1)
w &2 T D+ W, +E
2 ) ) r/u
g

w

and the divisor Daw /% ™ of Mg

X Cn y @
g

Finally, the following proposition is sufficient for the proof of the inequality

“1 9y = dim q W),

*
x(uvﬁ ™ ow s,

Proposition 7 - Let (Mé"‘)

the smooth curves of genus g with level p-structure. Then for a sufficiently

)o be the open subspace of Mép) which parameterizes

large integer m >0 the rational map d)mD : M;p)_; &’N is a quasi finite

morphism if restricted to (Mép>)0 . In particular, X(D,Mép)) = dim Mép) = 3g - 3
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if g3%2 and 1 if g =1

)

Proof - For g=1, Mg )

is a curve and the morphism T : F‘(p}——a Mg is not

smooth. By inspection we find that degree D»0 and D is ample.

For g2 we look at the period map ﬂ;: (Méw) —p Hg/]‘1 (cf.128]).
o

(Hg is the Siegel upper half plane of dimension g and | the Siegel modular
group). We consider the Siegel modular forms of weight m on H where m 1is a

sufficiently large integer. Let so »--+5 Sy be a basis of the vector space of
Siegel modular forms and n= (w N.oos m..) )I&m . Then y = 3. (A;,(t)) -y define
sections of Dﬂm on (M<p)) which extend to sectlons of DEm on N(‘l) (cf. (Ilor{260),
: W__ eV defined by

)

and we consider the ratxonal map § : M
@ = (%O(P) H )AN(P)). Then ¢ 1is finite on (xi
ted to (M(P)) factors as follows
& o ) il ¥ v
™) s M) > H /P '3
g o g o g

) . In fact § restrie-
o

N

where T is the finite covering map, /¢ is the period map which is an injection
of €-valued points by the Torelli theorem and W 1is an embedding if m is
sufficiently large. This completes the proof of proposition 6 and thus of

Conjecture C .
n,n—1

There are various other partial results concerning Conjecture C which we
s

state without proof. C was known before Viehweg's paper {26). In fact 02

241
is a corollary of Enriques’' and Kodaira's classification theory of surfaces.

.

Ueno (31] has provided another proof of C2 . of a topological nature, indepen-
3
dent of the classification theory of surfaces, which itself is useful in simplifying

the classification theory for surfaces of Kodaira dimension zero and - @ (cf.[32]).

Moreover, Kodaira {13] and Ueno [223 have described formulas for the canonical
sheaf wx and the selfintersection number W}Z{ of the canonical sheaf of a
projective surface X which carries a fibre space structure T: X ey C of
curves of genus 1 and genus 2 respectively. Viehweg has generalized in [263
these results to projective surfaces X which carry a fibre space structure

X —5 C of curves of any genus and has obtained a formula for a canonical
divisor K, of X wup to torsion and the selfintersection K)Z( of K which is as

X
follows

- €02 = 8(p E .
Ry =80y = 8(p-1) (g-1) + ) ! ;
Xp singular

g denotes the genus of the general fibre of W and p the genus of the base
curve C , ’IP can be calculated from the local invariant of the degenerate

fibres of X — 3 C , introduced for genus 2 in (18] and for genus »>2 in (253.
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(If g=1 , only the multiple fibres count and ”P =e, - 1 , where e is the
multiplicity of the fibre over P). The number ¢ depends on the local invariants
of the degenerate fibres and also on the way the Weierstrap points of the general
fibre collapse within the fibre space X ..y C . If the general fibre of X 5 C
is a hyperelliptie curve, the number e is O and the local invariants of

T: X 3 C are then sufficient to calculate w)Z( . This explains the fact that

in Ueno's formula for w)z( , which deals with curves of genus 2 (they are all

hyperelliptic), only the local invariants of the degenerate fibres appear.

Nakamura and Ueno (17) or (23], §14, have shown that C o holds for analytic

>

fibre bundles f : V_5 W and that in this case equality holds. Ueno (243 has

proved that is true if the base curve W of the fibre space f : V3 W

C3 i
3
is of genus 22 and if pg(V)al . Moreover, he has shown, as already stated, that
for threefolds V of Kodaira dimension O the Albanese map is surjective.
Kawamata {30} has proved Conjecture (3n a1 for open varieties. If applied to

k]
surfaces, his result yields a classification of open surfaces which is analogous

to the Enriques's classification of projective surfaces.

. ' . . . £
Viehweg's proof of Conjecture Cn,n-—l shows that the dlrecE image f:!: QV/W o
the relative canonical sheaf “’V/w of a fibre space V——> W must be consi-
dered.

Fujita (53 has obtained a proof of the following theorem.

Theorem 6 ~ Let £ : V_3W be a fibre space of projective varieties such that W

is a curve. Then fx w is locally free and pumerically semi positive.

/W

Previously Griffith {29] proved this result for f : V —3W a smooth fibre space

with base W of arbitrary dimension. Moreover, Griffith showed that if fx GV/W

is invertible, fwa/w is positive if the period map of the family V —p W 1is
finite on W . In particular, if the canonical bundle of a general fibre is
trivial, then fxwv/w is positive unless f 1s a fibre bundle over a dense open
set of W .

The second result of Fujita (cf.U4]) relates the fact that fx“v/w is semi

positive to Conjecture C
n,m

Theorem 7 - Let £ : V_3 W be a fibre space such that fx wV/W is locally free

and seml positive as a vector bundle. If W is of general type, x(V)»-x(Vw) + x(W.

The results of Fujita hint at a possible proof of the surjectivity of the Albanese

map for algebraic varieties of parabolic type (cf.(4], Remark 2). The following
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statement can be proved.

Proposition 8 ~ If Conjecture ¢ is true for fibre spaces V _5 W over 3
—_— >

manifold W of general type, the Albanese map is surjective for algebraic varie-

ties of parabolic type.

Finally we mention that Ueno has very recently proved Conjecture Cn o if the
3

general fibre of the fibre space f : V __3W 1is an abelian variety (V,W are

smooth projective varieties over (). Using the theory of period maps he showed

the existence of an integer m>0 such that & has a section. Theorem 3 then

V/W
yields Cn o Ueno has also obtained a formula for the canonical bundle of V if
L]

the fibre space V.—sW 1is flat and the general fibre an abelian variety.
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SUR LES INVARIANTS HOMOLOGIQUES DES ANNEAUX LOCAUX NOETHERIENS :

UN CALCUL DE LA CINQUIEME DEFLECTION &

Michel PAUGAM

INTRODUCTION

Dans ces pages, on suppose que R est un anneau commutatif unitaire local
et noethérien, d'idéal maximal M} , de corps résiduel X . Soit n= dimK l&%
1a dimension de plongement de R ("embedding dimension”). I1 est bien connu
que les déflections £1, 82, &, 64 s'expriment en fonction de 1'homologie
Hy= H{E) du complexe de Koszul E de R (voir [2],[13],[14} [18]) et donnent
des informations sur la “régularité de R" ([6][15]). Leur calcul a permis
dans certains cas [13] d'établir la rationalité de la série de Poincaré de R

Dans 1'article [2] d'Avramov, une méthode est donnde pour calculer 55
pour n<4 ([2] Remark 6.3.). Mais pour n quelcongue, 55 n'‘est connu que
pour les anneaux de Golod et dans des cas particuliers.

A 1'aide de la construction de Tate [16] et en utilisant ensuite des
produits de Massey de matrices [9] & coefficients dans H‘E) ; on détermine ici
la valeur de EB pour tout n sous des seules hypothéses H? =0 et
HI'HZ = 0. On obtient Te résultat suivant :

Theoréme. - Soit R un anneau Jocal noethérien d'idéal maximal 4¥ , de
corps résiduel XK. Soit n = dimkﬁfﬁmﬂz sa dimension de plongement. S$i

1'homologie H* du complexe de Koszul associé & un systéme générateur minimal
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de M verifie H = H .H, =0, alors ona :

H

- din 5 €2 B,
55-d1m1<,ﬂ? tEE HEyt (5) - (3) - dimg

st

Hy

¥ o=nlec¢
avec 4 = H2 + Hl,Hl,H1>

xR
|

5 = <H2,H19H17+ <H1’H2’H1> .

Les termes entre crochets sont définis dans le §1 ci-dessous.
Enfin, on donne un exemple d'application de la formule & un anneau
artinien, de dimension de plongement 5 pour lequel la multiplication dans

1'algébre Hy n'est pas triviale (voir [10] et [11]).

§.1. Une utilisation des produits de Massey de matrices. Définitions et notations

1.1. Les produits de Massey.

Les produits de Massey de matrices sont définis dans [9] et ont été
utilisés en particulier dans [2],[7] et [8].

Soit U une R-algébre Z-graduée différentielle fixée ([9] cas (1) p.535)
avec élément unité, telle que , Ui =0 pour 1<0 et munie d'un opérateur
d de degré -1.

Soit M(U) le R-module des matrices infinies X = (Xij) (1¢1,j <+w@) dont
les coefficients X33 sont des éléments homogénes de U et ol X n'a qu'un
nombre fini de coefficients non nuls. On &crit :

X = ((-1)%(153) xys) o0 #(i.3) = 1+ deg xy;
et dX = (d Xij) ; si dX = 0, on note {X} la matrice ({Xijf) des classes
d'homologie.

Un systéme Xl""’xp€ MU est dit multipliable si : Xﬁ'Xi+1 s Xjeh%
pour 1€1i<j$p (produit de matrices au sens habituel). Soit p=2, on dit
que le produit de Massey CVl,...,Vp> est défini pour Vi EMH(U) si les
Vi constituent un systéme multipliable et s'il existe des matrices
AijEIW(U) (Ls¢is¢jsp, j-i<p-1) telles que A, € MZ(U) soit une matrice
de représentants pour Vi (1€i€p) et telles que pour tous les couples
(i,J) 1¢i<¢jsp, j-i<p-1, on ait
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-1

L

~ o~ — ~t
dAij = Aij ol Aij = < Aik‘Ak+lj - On alors : dA; = 0 (197 p.538).
L'ensemble des matrices Aij (1¢i<£j€p, j-i<p- 1) est appelé un systéme

de définition pour <v1,...,vp> et 1'on dit que { Alpj € <V1,...,Vp> .
<v1,...,v v est défini comme &tant 1'ensemble de toutes les classes d'homologie
que 1'on peut obtenir comme ci-dessus 3 partir de systémes de définition. Cet
ensemble est indépendant du choix des représentants choisis pour les Vi

([9] Temme 2.2.).

1.2. Définition. - Soit R un anneau local noethérien dont 1'homologie H* du
complexe de Koszul vérifie H% = Hl'HZ = (0. Soit 1i,j,k trois entiers non nuls
tels que i+j+k#¢ 4. On pose :

<H1’Hj’Hk> = U<V1,V2,V3 2 ol 1'union est prise pour tous les

produits de Massey de matrices <V1, Voo v3> tels que :
€ &
L) V)M Hys V&M H, Vo€ M
2) V1 est une matrice ligne, V3 est une matrice colonne.
D'aprés [9] (prop. 2.7. {ii) et prop. 2.9), on sait que <H1’Hj’Hk> est un
sous R-module de H1+J+k+1

1.3. Remarcues. - Sous les hypothéses de (1-2), si 1,3,k désignent toujours

e

trois entiers non nuls tels que i+j+k$ 4, soient xlelii, XZé}H’ X4 éHk 5

notons <x1,x2,x3> 1'ensemble des classes d'homologie des éléments de la forme
. i

(_1>'i 1 z + (_1) J y

Y2 z

. 2 ézk,yleE

1°3
sont tels que x4 {resp. x3) soit

zzezj tel que

oll 162 ,y2€EJ+k+1 riel

la classe d'homologie de z4 (resp. 23) et qu'il existe X5
soit la classe d'homologie de zp, et qu'on ait :
i+ j+1

dyy = (1) 29z, et dy, = (-1 2,02,
Alors on observe que <Hi’Hj’Hk> est le sous XK-espace vectoriel de
Hi+j+k+1 engendré par les <X1’X2’X > ol XleHi s XzeHj s ‘3€Hk 1T est
clair que (Hz,Hl,H > = <H sHys Hy? , Hy-Hy € <H1,H1,H1> s HyHy JH, € <H1,H Hy 7,
HpHy ©<HaoHysHy2

1.4. Notations. -

~ 2
On pose H4 = Hy + <H Hl’H b
~r
H5 = (Hl,Hz,H1 >+ <H2,H1,H b

et 1'on note <Zi’zj’zk> 1'image réciprogue de <H1,Hj,Hk> par le morphisme

canonique  Zg, 5y —> Misjakel”
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1.5. Remarque. - Les hypothéses Hi = Hl.H2 = (0 sont satisfaites pour une
large classe d'anneaux. {Voir [4] et 1'exemple du §6) . De plus

~

H5 = <H2, Hl’ H17.

§.2. Résultats préliminaires

2.1. Les R-algébres de Tate.

Soit (tl""’tn) un systéme générateur minimal de 1'idéal maximal A
de R. Par le procédé d'adjonction d'une variable de degré f»1 pour tuer
un cycle de degré f-1, on obtient une suite de R-algébres X(l)

(i =0,1,2,...) [16]. Nous conservons les notations de [13].

(0) . () _ ¢ .. . - -
X =R, X -E—R<T1,...,Tn>,dTi—ti deg T, =1

{E est le complexe de Koszul de R)

x(2) < x(Mes | s y 3 dS. = s, deg S, = 2
1 £ i i i
(3) _ ((2) :
A O | [ PR (TR deg U, = 3.
1 £ i i i
(4) _ ,(3) :
X = X (VyseaasVg 5 dV. = v, deg V., = 4.
1 £ i i i
(5) _ (8 ’
X =X <w1,...,w£ y o5 dW. = ow, deg W, = 5.
i i i
x(6) - x(5)¢ YL des® - B, deg E, -6
= }a,...,3555> ; deg &, = &, deg E; =
ol Ti’ Si’ Ui’ Vi’ wi’aei"' sont des variables qui tuent les cycles
tis Sis Ugs Vis W 51,.., ‘respectivement. La i*™ daflection Ei (i=1,2,...)

est definie par ‘dim,K H; (X(1)). D'aprés ([13] lemme 1), on a de plus
€, = dimKHi(X(1‘1)) pour i=3. Nous utiliserons aussi le résultat suivant
prouve dans ([13) Lemme 2).

2.2. Lemme. - Soit Zys-eenZg U ensemble de Ei cycles de X(w) dont les
i .
classes d'homologie constituent une base du X-espace vectoriel Hi(X(1))

(i=2,3,...). Alors Z (j=1,2,..., Ei) peut étre choisi dans X<1_1)

2.3. Corollaire. - Les wu (i=1,2,..., 22), vy (i=1,2,..., 63),

W, (i=1,2,..., 64) et §1(1=1,2,..., €;) peuvent étre choisis dans ZZ(E)’

Z3(X(2)), 24(X(3)) et 25(X(4)) respectivement.
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2.4. Remargue. - La construction de Tate donne :

¢ € 3 €
1 2 3
4) _ - {2)
x4 =g +iES+Z .55, +3 £S5 Y E U+ J RS +Y E.V.
5 ST Y afge, VT TN e fee T 1z=:1 B
l-{JsEZ
€ €
(4) L L ()
Xg 't =B+ L_E,S ) E)S.S: + L_E,8¢% + 7 RS;S.S, +
i=1 14775¢€ AT 1$7<3kse, I
£ € €, & )
1 2 1 &
2) (3) 5
v ) Rs.s{?) 4+ Y rslB v TR+ TS ESUL + RU.U, +
i ey R e B S S N O L 1¢icjee, 1
151‘,js£1
+ BV, + i T RS
kel 2k Tk Tk
2.5, Lemme. - ({13}Lemme 3 p.27). Soit R un anneau commutatif noethérien

local, de corps résiduel ¥ et de dimension de plongement n. Soit Hx 1 homo-~

logie du complexe de Koszul de R. H

N . . 3
Si Hl—O, alors on peut trouver v1.¢€Z3 i= 1,...,d1n}KH?H2— et

w1j€E3 pour 1€, jsEl tels que les classes d'homologie des
H

, ) 3
Ve, 4o 1 = 1,..,,d‘! T
i "IKHI.HE

- (2)
Vij wij + s, Sj€Z3 {X

constituent une base du “K-espace vectoriel H3(X<2)).

) 1€ <js€

£
2.6. Remargue. - Sous les hypothéses H% = Hl'HZ =0,o0na 83 = 63 + (21) et
nous appellerons Vi 1€i4 C3 {resp. vij 1€ <js£l) les variables de degré
4 qui tuent les cycles vj (resp. Vij)/ ot 1'on a posé C3 = chm1< H3.
2.7. Remarque. - En utilisant la méme méthode que dans [13], on peut prouver
le résultat suivant :

Soit R un anneau local noethérien de dimension de plongement n, de

corps résiduel X, avec H% =0 ; alors on a :

H
£ = dim«,ﬂ% + € E, < ding (HH,y).
La formule est en accord avec [2] p.279.
11 est en effet facile de construire des cycles spéciaux wij de
2,03y (corollaire 2.3.) de Ta forme :

= - (1,\]) 3 6 .
Wig T35t sy Yy Jer,q splq  (123)€9:
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Si I désigne 1'ensemble des couples d'entiers (p,g) 1¢ psil, 1€ qs€ tels

2
que les classes d'homologie des (p,q)€ I forment une base de 1'espace
vectoriel Hl H2 , alors

J={(i.d) 1eicg , 1€4¢8, 5 (1)) e 1) .
a5 €k, (i,j)ed.

sp.uq

ré;’J)eR pour (i.j)€J, (p.q)€l.

2.8. Remarques. - Sous 1'hypothése H% =0, si 1'on choisit les Wy 1¢1,j¢¢€
comme dans le lemme (2.5.), on sait que 1'on peut supposer wij +u137. =0
et W, = 0 compte tenu de 51"53‘ = "S55
i,J € = S, . .
Pour 1,j,k dans {1,2,..., 1} s POSONS (50555557 = Sy Wy t WS S,

On a <s;,s; .sk7€<21,21,217 . De plus pour 1i,j,k dans {1,2,...,51} ,
on vérifie que 1 on a

S =< . »Ss
* <S1’SJ’Sk> Sk’33’51>

et les relations

* % <S1"sj’5k7 + <sj,sk,s1.7 + <sk,s1.,sj7 =0
En outre, on peut noter qu'un élément de <21’21’217 peut s'écrire moduls 84
comme somme d'un terme de 21.23 et d'une combinaison R-Tinéaire de
<S‘1"Sj’sk> ol :

j=1,...,£1 et (1,j,k)¢10 avec :

I =‘{(a,b,c)€{1,...,61}3; 1€ac<b< cssl} par % et ¥x .

2.9. Remarques. - 5i % pour 151‘<k‘€1, i=1,..., 61, on a :

0,
sjsisk W S+, Sk S;€ é ) (Remarque 2.4) et

d(s;8;5, + @ S

3545 * T S')=<5i:5j’$k>'0n note :

i
Sasisk +(ij1 Sk +ka S‘“ji’sj’sk) .
Plus généralemgn‘g, pour tout ensemble {xghj)ézl ; 124 <jS€l} , 81 1'on
choisit w(x§1’3),sk)€ E3 pour Kk = 1,...,61 tels que
i, i ) 5
w(xg J))Sk) = xy J).sk, puisque Hj
modulo B4 de :

= 0, alors la classe d‘'homologie

a9 sis; v (T sy ss v o), 6y 5,7 -
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A3 LN cont 3 153
S5 .u)(xg J),sj) -tﬂ(xg J),si)sj appartient a ({s.} » {xg )f , {sj}> avec

les notations du §l. Enfin pour 1€ i< j< ksEl, les relations %% montrent que :

(Sjsisk+ Wy Syt @5y S, Y+ (s kS (it W3Syt @ S5)H(sy5, Syt wy kS + @, k}

ést &gal & d(Si.Sj.Sk) de sorte que

4)

v (
j(si,sj,sk> + I(sj,sk,siv +‘j< Sk’si’sj> est nul modulo BS(X ).

Nous sommes alors préts pour construire des cycles particuliers de 25(X(4))

2 _ .
lorsque H1 = Hl'HZ = 0.

§.3. Construction de cycles particuliers de ZS(X(4)) lorsque Hi = HI'HZ =0

Posons ¢ = ¢3 = d1mK 3 Soient I,J,K,L,M,N des ensembles de couples et
triplets dientiers tels que :

) IUJ {{p.a) 159»‘51, ISQ‘C}

KUL = {(p,q) 1$p$qs€2§
MUN = {(poasr) 5 Lépers€la=1,...,€ ;5 (par) g I} (c.f. 2.8.)

1]

2) les classes d'homologie des (s_.v_) (p.q)€l constituent une base de
1'espace vectoriel Hl'HB » celles des sp va) p,q)€1 et des (up.uq)
(psq)€ K constituent une base de Hi-Hy + H; > celles des (sp.vq) (p.q)€l,
des (u_.u_) (p,q)€K, et des £s_,S ,S_ % (p,q,r)é constituent une base
~ Pq P ar
de g
=L(ig) 5 1¢icE 1¢

jsc 5 (i.3) e 1}
L={(i.5) 1sicjee, 5 (i
13

c
) & K}
= 1,...,51 ;
Ona : CardJd + Card K+ Card M = dimK

=f(i.d.k) 1€ickee Jak) @ g et (i.d.k) g M}

2 =

e

4

Card I = El.c ~ Card I

Card L

i

€
62 +(,%) - Card K
£ é
1 ( %) - ;) - Card M .

]
3¢

Card N
Pour tout ensemble

{x{Vez, s 1= 1, cofalez, 5 1= 1, 6,80 ik 16i¢yee
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on peut trouver rpqeR (p,q)61, ¢ €R (p,q)€K et P _€ER (p,q,r)€M

et xge&Ep tels que : €
& =8 ((x ()\ (xg)) (x(kh))) x5-.z:x£i)V-+ Z r sV +_Z_2xéi)u.-

i=1 ! 1 PEPA !
- L U ) (i,3) (1,3) wixlisd) -
K'~qu u g+ 1G] X} 5;8; +wlxg 555085 + W(xg sS35) S
qur (squSr +wqu +wqrsp) soit dans Z5(X(4)) oll les termes en w

sont définis dans les remarques (2.8) et (2.9). On a en effet

Z_‘C (1) fi (1)
.i s .i . (1 ’\j) - (i3j) -
S =1 2T 1s1‘Z‘jsél ! ’SJ) #lq ’Si)sj

™M

A r _
TTpatpva G featpla * g Ppgr $Spesqese Y 7 9

avec "ng ,\P ,Pp dans R et Xg dans Eg d'aprés le choix de I,K,M.

3.1. Remarque. - L'expression

A= x +Zr Zcp

5 Pq P a k Pq par

est déﬁme de fagon unique modulo BS(X(4)) + ZS(E). IT suffit en effet de prouver
que dA = 0 = e (x(%)) + 7 (E). Mais si

w + W
(5455 + WapSr + UgrSp)

-Lp
M

d - Z - Z - Z < s S, 7 = s : s s e'm
%5 " T Ve T % Fpgpta T Poar CSpoSqete T 0 om @ rpgs Fpgs gy
d'aprés la définition de I,K,M et par suite, il existe des qu’qu’ qur‘ de
= dR s =d R = dP . 0 dédui :
E, tels que rpq ba \qu bpq qur bqr n en déduit que

ZdR -2 db u 1Sq5,> =

- 24P
pqpq K pqpq MPCIY‘ Pq

1

X- - 2 R p {s ,5 , =0 c'est-a-dire :
(g %pqspvq ZKbpqpq %pqr Spsqsr>) ¢ estrandire

- &R P p*3q°S €l .
5 Izpqspvq ZKbpqpq >M: 9°°r? <%

On a aussi :

Zqupq) : pqpq+ZK9q

Z¢ UU)"Z(qu Z¢ et

Pap g ¢ patp

M pqr S‘(Sp,sq,sr)) =ZM: qur$<sp’sq’sr> - %qur (sp,sq,s}) .
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11 en résulte que :

2R ZQ) (s,s St

A =
%5 "7 Fpa®p' pa'p g Mpqr
»S s t 1! i :
d(?%qusqu thpqpq . qu(sp sq Sr>) e on a bien
€ (4)
nes (XY vz

3.2. Remargue. - Si (x§1),x§‘]),x§k’h))e‘,81 x B, x By pour i=1,...,C3
J=1,...,&,; 1¢k<hs& , alors §685(X<4)) + Zg. De fait, i1 existe

dans ce cas ygi)é £y s ygj)é £y, )’gk h)

A1) = a5 ) = gD s fem < g llen)

6E2 tels que :

On peut observer que

ay§eoms s+ yHVsis vy fos s < ams s engx),

aussi peut-on obtenir un cycle & de la forme :

< i 3 .
= xg - dyiluy <X % ay{y. -
g X :é;ldYZ vy ot = rpqsp\fq + %:1 dy3 U; %‘qu Z f’pqrj(s ,s S, >

sont dans R et x. dans E.. La condition dE=0 implique

"oa’ ¥pq> Ppar 5 5

N s LS5 isit
rp’q \qu qurem Si 1'on choisi
R ¢ 3 P €t tels que :

pq Pq qr 1
- d . , Cpife :
rpq pq @ pqr d;)pq alors on vérifie que
X, + . -2 R vy P ¢s s,
5 1{:1 TR ZI: pa’p'q * é %%q p'q % par “°p*%q*°r?

™

2 Pogr (5q355r * %rSp * 9 5,)) Z Poar $5p5q15,7 >

ce qui prouve que EEB X(4) + 7. . Considérons alors les trois cas
5 5
particuliers suivants.

3.3. Lycles particuliers.
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(1) soit Ll {9} = o, 0,
avec lsisil , 1€3€c. Prenons :

(), By, ({08

cycles particuliers :

ol

.0}

= (x{*), (0, (o))

E.. = e,

137 %5 " S Y

oy ) gy
T g g

avec eij dans ES et of les coefficients r sont dans

(2) soit {xM,. €2 f {o...

1$1‘\‘€ s 1~3\<€2. Prenons

0, Uy ,...,O} avec

ol

Ny = (), B, o))

( ’J) ¥ o+ U (i.3) U
i3 7 i * &g ol Y %‘qu !

F.. + 2
: P g

étant dans

- d(f5)

avec fij dans E5 ; les coefficients r',

=2y (1,3) s v+ Z i .y
I

Y Pq qupq Ut

]..uj = uj.ui

' (i 5-])
"pq

, aussi peut-on supposer

_ i (3s1)
"pq

et Fis- Fiio=d(uU))

i 1€,

5i ° pour i # j 0"
(3) soit { x{T>3)
(k) ob 1$ickeg,

(el *)y

- (153:k)
B0,k " 9,35k * % Thg

s ¥ <8 | =10,...,0,55.0, ..,04
(j=1,...,€1).

(xém), (1)) -

Prenons
’j:k) U +
“p°g

SZ 3K .
» qur <s 15q°5p >

Z‘P

W,
+sSSk+w Sk+ S

Les coefficients étant dans R et g

re.p i3k

Pour 1¢ 1,...,

3.3. Remarque : i<ks€1 j=

Jakds y oy Zelindik), +ZP(

(s:,5:,5,% = & pld
1Jk>1pq Pa ¢ Pa Pq

Donc d'aprés xx (remarques2.8), on peut choisir les

¢i<icks - 4 g . =
LTI CkeEr, 95 50+ 950,35 * 95,4,k =0
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Lo lisd) (3,1) .
*®pq Pog” et Ty

avec §.
J

dans E
El , Ona
Jk)

<s ,sq,sr>

g de fagon &

a la place

; on obtient les

R.

Uy d la place J

; on obtient

il
-

Ji

a 1a place

((0),(0).(x{T%7)) 5 on obtient :

" 495k -

avoir pour

et des relations analogues pour
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les coefficients r,¢, p . Par conséquent, d'aprés la remarque (2.9), on peut
supposer que

G G

+ 6, 4 = d(5;5.5,) pour 1€ici<keg

hduk T Lk, T LA, 75

§.4. Construction d'un systéme générateur de HS(X(4)) Torsque Hf = Hl'HZ =0

4.1. Lemme. - Z oy e + ZRe +3 RF.. + ZRG

L i3y ijk

Démonstration. - Soit ZGZS(X(4>) 5 compte tenu de la remarque (2.4} on peut
gcrire avec des notations évidentes :

I .
Z = xé3) + zi‘ o(§1)v1. avec xé3)€><

-
1
—

ot
-
M
R
P
—
~—
wl
It
<

€ .
dz = 0 é=—= dx(?’) + 5-3 dot(1> ¥, -
5 ] inl

donc dz =0 6—-—)&%”621 pour i =1,..., 53. Mais pour £3>,k7c

(c = d"’“« H3), par le lemme (2.5), on sait que v, est de 1a forme
Ve, =W, . + 5:.5; 1&1’<j$€l et par suite

13 1J T
& . - -
ﬁd(”v_: ali)y, 4 2 °‘§1’J)w.‘ + 2 «lhilg s,
i L jeicee 1 1si<jeE

C
=
i=1 - 3

i=1

ol °‘£k) est de la forme O(§i’j) pour c<k453.

On a par ailleurs :
€ £, . -

dxg3>=dx5+§f Vs - (s 0 T Tlss T W) (s s s 4
k=1 k=1 1€i<j< € 1€

&

+ZX§k}uk+ 2 Bis(s5U.usss).

k=1 1isg, T O
153‘562

i R B 3
2 a2 s 5 g,

i=1 k] k

ot

308
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En développant 1'expression de dxés), on obtient :

( (1,
1 52+X1 53

€
2
(2)_,.(1,2) (2,2) (2,3) (2,€,) _(1,2)
+{dx3 (x P R R sel) & it 1_Z=:1' p21.u1.§ S, +
3
2
(3)./,(1,3) (2,3) (3,3) (3,€) _(at1s3) (2,3)
+§dx3 (% s *X 5,%X] Syte.txyT ] sel) (@7 s 40 52)+.§:1F31u1f
S3+
e e
€ €
1
+{dx§£1) - Z x(1’&1) $; - Z "‘(1’81) St Z.z Ve u1§ 56 +
i=1 1¢i<€ i=1 ' 1 1
3 £ €
1
.3 5% gl )
2 dx Sisj+>__1dx +-'ld><2 +Zp1ks1}uk :x:% S+
i k=1 i=1 k=1
£ c
S MO - Zalido
k=1 i=1 i< H

dz = 0 @xy’j)é Z1 pour 1¢i SjsEl et comme Tes s; sont Tinéairement
indépendants sur K modulo By (par (2.2) et (2.3)
€

(k) -
dx2 + = Hig S5 = 0 => pikem

donc i1 existe Q éE tel que Pi = dQ1k pour 1% i£€1, 15k$62 et par

1
suite x + 2 Q

z(k)éz2 pour k=1,...,&
o

2 2’

,_1
._a

L'hypothése H1 =0 1implique :

O(F’j)sk = dtl(<1’J) avec tl((.l"])eE?) 1-“‘i<j~<£1 , k €5.
(%)

(s = ae{10) avec gl )eE, 1<ifjcE, ke

En examinant les composantes sur les S. , on obtient alors :

D D (1D, (13, (1) >+f 0 v = 4Vez,
xéz) - (t§1’2)+t§2’2)+t§2’3)+...+téi’el))-2§1’2) + 21: Qi Uy = Z§2)€ Z3
x§3) - (t§1’3)+té2 3)44(353),4(3:4) éi’e ))'(a§1’3)+8£2’3))+z Q31u1=2§3 €z
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.....................

£ ¢
x{E1) - Ny t{1-51) 2{18) 4 2 g, v =26 ey,
i=1 1¢1 451 i 11
Nous pouvons donc écrire 1'expression de z sous la forme :
€ € . & .
SN SEIOR YD S C RTINS LI JNPINS L N (R R
k=1 k=1 i< | !

;f 81 C
2. d0..5.U, - 20 (Q..s.U, + QoLulS.) + 2 allly, ¢ Zoalisd)y
i3 13717 j=1 =1 137173 137371 ic1 1 7 i< 1 1]

€ (14)
s1
+ (iz t3 )Sl

&
+ (t§1’2) + ]Zz:i t]gz’i) +&§1’2)) 82 +

1. .
(& t1§“51) A 2{8)y s,

5 1¢i<€) 1
Comme d(Q;55;U5) = dQ;55;U; - Oy

(31Uj+31.uj) on peut faire apparaitre le terme
d(.Z.. QijSin)éB (X(4)). De plus on observe que la somme des termes en ta((c’Y)Ss
i,3

5

peut s'écrire :
£
1 .. . .
Zt§1’1)51.+ >N 1;1§”3)s.)r 2 tl1e3) g

i=1 1¢i¢j$ € Iosicgse, J !

a) On sait d'autre part que 52 = dim« HZ’ puisque Hi =0 [18] et comme les

uss i=1,..., 82 relévent une base de 1'espace vectoriel HZ’ ona :

£
zék)ézz===> zék) = Z-Z MKy, e oK) qyec
j=1 9 J 2
(k) -
'7\3 € 153s€2 K=1,. ,82
(ke g

Or pour j#k, on sait que uJ.Uk = ukuj - d(UkUj) ; donc pour jZk, on peut
remplacer ujUk par ukUj - d(Uk‘Uj) et par suite :

£
LKy

2 7k

€
. 2
\ E k
AlauU, - d( Al Uin) + kZ=1 0(£ ) U,

k=1 1€ j <€, RN 1€1¢3¢€ J

310



14
ol T'on a posé ’)\]!j=’)\§i)+’/\1(j) si 1<¢j et ’/\1.:’/\(1‘)‘

b) D'une fagon analogue, x§1’j)e Z1 implique :

L& - .
X‘%T :J) = kzz:l’hgsjg Sk +X§T SJ) ol /A-E;()e R, K'g‘ ’J)GB}_

pour 15i$j6€1 et k=1,...,&, . 0na K%‘.’j):dxg’j) avec Kéi’j)éEZ.

1
Mais pour, 1$i€js$ 81 et p<€j, on déduit de (xxx) que :

€
.. 1 . .
(i.d) . . (k) (1.d) ¢ = 4¢(i53) : -
X 5 kz:l ?\‘i,j S Sp * dlz Sp dtp mais Sk'sp dwkp

aussi a-t-on :

E
1<21/A‘(3) " +xé1 ’J)S.p . téw 3) Zr(; e Z,.

En reportant les expressions de x§1 J) et téj 3) 1 i$j€€  psj

dans z, on en déduit en utilisant (a) que :

- ' = _ ' - ',J) '
z ?E“ij Fis =% ZL"‘ij ' 7‘13 o Vg *‘Z Ay
.S (1) Tl .
L %’A i % “p Yq 7 d<1si<j4€2 qJ Uilg)
€ € e, €
1 1 51
P a0y . T R ok (OO
k=1 14i¢j¢E, k=1 'Y T skl 1Y
€ 3
. 3
DA (AP s (LD OIS Sl (SIT ST
1§9¢5¢€ L ! k=1 iy 9ot
Sl .
v Z?\gk)wk. 5.+ 2 Y{id) g -z 7{1s3) g
1€9¢j¢€, k=1 Pl e ) e, J

1514,](51 k=1 id] i<j
€ € £,
(k) (1,1) i (i,1)
s k{—;?‘ﬁ Wiy 3¢+ 12 5000 sy S, g—% z i *

polb g o 2 e (i) se v 2 ol y 2 (i) y

3N
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Mais on note que :
(& ¥ s(y o 2 ¥l (o) ZYE"’” s;S; et llona
i i
déja vu {Remarque 3.2) que
(1.d) (i,3) (1,3) Y
EJ y( J 12;3 dX S1.Sj + Y5 31.Sj + ‘(2 sjsi pour 1$i<j$ 61.

Examinons maintenant séparément le terme :

2eib2ls 4 (2{13) 1 of23))s 4 2 =iy . Z ali>d)y, ..
1¢i<€ 1 140¢j$ € J

Comme & 1’J)ézl, on a pour 1<£i<j<€E

1 :

ek

€
1 .o .
) - (k) (1,3) (k) (1.3)
= k§= Aij S, * de avec Ai,jeR’ 82 éEZ'

= - £ E
De plus, sk\!.. d(sk‘vij) Sk (w +Sisj) K=1,..., et

1 ij 1
{1,3) - (1,3) _elisd)
d82 V1'J' d(B2 Vij) B5 (wq‘j + Sisj) (Lemme 2.5).
La relatian (#x%) donne :
alisd) () L 52 W (1.9)
1 sp = d2 = E:__.l' Ay dd, d{s s ) et par suite

1€p<j. A 1'aide de ces égalités, on obtient d'une part :

€,
2 o(%i ) Zi‘ d(S,Vs5) Z"ZA(k)(ijsk+ssk)+
14i<j < € Vi i¢j k=1 J i<j k=1 12 J

S SO S IR RID LR I TS A IO

3

i< u <3 W ¢
d'autre part :
zj é'1 .. ..
a{1,d) _ (k) {i,3) i (1,3)c.
3 S, (kiTIA 5 Wi S5t B 5;85 * 24 SJ)

14i¢j$ €, I 184¢j

mn

£

1
Mais la somme des termes en Ang). de :

z g(id) ¢ 2 “%i’ﬂ V.. n'est autre que 1'opposé de:
14i¢j< €, ! VigsE, u

312
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£
1
pa AUQ 5.5, +w. .S +W, S.}. Comme on sait que
161¢5¢ €, kel B1%5% * %% Hady) !
S1 51. =2 ng) ({16]. p.16), on peut encore &crire cette somme sous la forme :
61 Z
(k) w w () (5,548 4w, s,
16i¢j¢ € kz=:1 SHE Rt e TSP € AL 4557+ @)
k#d

4.2. Remarque. - Pour 151’581 , 1sjs€1 et J#i, ona:

(2) sw - (2)y -
siSj + ijsj d(SiSJ. ) 51.5J.Sj Huijsj et

$.85.5. +w..S. .
35455 +@;;8; est de la forme

Sp S Sy *Wpw Syt Wy Sa  avec 14 a<Y<E
552 = asf) el pus.

1 6= 1,...,61 . De plus

En utilisant alors les remarques {2.9) et {4.2). on peut écrire :

L el gy 2 (i) -

16i¢j58 ioaeqecE, 1
Z oo o T gl & ) ss s e s e
€icgee, T 1siggee, ° N psiekeg, ok IO IR
j=1’-"a€l

(1,3,k) & 1
ol A%(Jk)é R et aEBS(X(4)). De la méme fagon,par (2.9 et 4.2}, on voit que

z- 2 ?‘1!;] F;j contient un terme de la forme :
L

)Y () oK)
i< e Mk (515;5 + W54, + @, 5;) od ’Aij €R.
TUREE

j=l,...,El
(1,3.0) £ 1

Par suite, on a :
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(j}f’{i’j’k} <5 .5 ,5 7 - 2. B{]
-kt par g PrarT 1cics €

PE el e T g 2 @fids, « 2fils,) -

! 1$1<jsel‘ J 1$9¢j € €

.
2{01s 4 b avec bep (x(4).

v

i
Epe

¢} Pour i=1,...,c, les classes d'homologie des vy constituent une base de

1'espace vectoriel H3 (Lemme 2.5 sous 1'hypothése Hl'HZ = Q) ; par

conséquent, pour tout &lément 7 de 23, il existe des tie éléments de R
(i=1,....c) tels que :

C
§=: vy + dx, avec X EE,

et ZSk = ; Pivisk + dﬂ4 Sk peut encore s'écrire pour k=l,..., 61

¢
= 12:".1 By d(ViS,) - i

; 1
On sait par ailleurs que 0({1)62 =*)al(1 = 3 ¥
1 1 1 o1

s, ¥, + d(&,S,) - &

Pi®k's 43k 45k

éi}sk + (bgi) avec

}‘;(<1)€R et p§1)631. Si alors on met la scmme

£ EZ
1 .
=z 3 +Z Z(z dlg, +z’3>s)-Zz(”)si
k=1 i<j i< J
&
sous la forme o Z S , on constate en prenant 7 = Zi ci-dessus, que 1'on
i=1

fait apparaitre une expression du genre :

X o+ & s
5+1‘<_1-$E1 ("1351 J 12:1(31 i
14j¢c

o X E€E; P1J€R b' €8 (X (4)). Mais alors, on a :

314
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2=z 2y Eij‘z L %”‘%é”eijf
S )y e a0y e S ey oSy i) z, ). Z TSINARED
+ 2By ;’fx Uyt (qu+ Hi37pq A N }sp\*q-z—

s 2o Z’A ap Z'x "JR)) U+
K pq

{q) 3) pliLdsk)
+§ {ﬂp,r +§')‘1‘,k Pp,qr ) <s ,s ,s~;+B,
avec B€B5(X(4)) et xé €E5. Comme z' est de 1a forme &+B, la condition
dz' = 0 implique d¥ =0 et par suite E_,éBS(X(4)) + 7 d'aprés la
remarque (3.2), ce qui achéve la démonstration du lemme (4.1) compte tenu de

(3.1).

4.3. Lemme. -

(4)y , . z Z z
X ZME RE, 5 RFis ik
W 1le) - (e 9 (iLpe ¥ IR TR

ol Zé(E) est un sous R-module de ZS(E) engendré par des cycles de Eg
~
dont Tes classes d'homologie constituent une base de H5 modulo H5.

Preuve. - On remarque d'abord que Zl.Z4CB (X(q)) et 7,.2,€8B (X(4)) car
E

5 2'73 7%

si xezl,ona X = Z“si+dx’ avec ’)‘1.€R, x'€E

Pour y€Z4, on a :
i=1

2

X.y = Z% ’/\ds Yy + dx'.y et

f-’l_.m

x4y,

x.y S+ x'y) € (x{*). De meme 2,.2,CB

A 223 Bs(

Soient El,... Ep des cycIes de E5 dont Tes classes d'homologie constituent

une base de H. modulo H

5
Soit z€Z (X 4)) d'aprés le lemme (4.1), il existe 5625(E)

§'eZRE.. +Z RF 5 +Z RG;

o 8E8 (X)) telsque z=F+ B 4+ p

mais on sait que & peut se décomposer sous la forme & = Z ¥ Ei+a5+b5 ol
o)
u;€R pour i=1,...,p, a5€<Zl,Zl,ZZ> +<Zl,22, 1> et by &B.. Il suffit

alors de prouver que :

5
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4)

(4) {
€7;,24,2,7 B (X)) et KZy.2,,2y>€ B (x'\7))

J
{utiliser par exemple la remarque 2.7 avec I = @). Comme par (2.5}, on

- —_ = j ¢ < k€
or Hl'HZ'O = s.Up dajk avec ajkeEél pour 1$3<61,1 k<82

sait que Si'sj = da>1.j s posons :

<Si’5j’uk y = s, ajk + (Dij Uy et

<Si’uj’sk S = -S; akj - aij S On observe comme dans la

remarque (2.8) que tout élément de (Zl,21,22> (resp. de (21’22’21> ) peut

s'écrire modulo By comme somme d'un terme de 21.24 + 22.23 et d'une
combinaison R-Tinéaire de <si,sj,uk> (resp. comme somme d'un terme 21.24
et d'une combinaison linéaire de <si’“j’sk> ). Or i1 est facile de
vérifier que :

.S, A, - W, = 5,a, w, .
d(sJS1Uk + S1a3k UﬁJUk) i85 * YigY
d(ujSiSk - akjsi - aijsk) = - (siakj + ajjsk) st k #1
(2) _ - -
et d(ujSi aijsi) Siaij’

§.5. Un systéme générateur winimal de HS(X(a)) Torsque H2 = H

1 172

Soient 51,..., Ep des cycles de Z; dont les classes d’homologie donnent
une base de H5 module ?%. Nous allons dans ce paragraphe démontrer le

lemme suivant :

5.1. Lemme. - Les cycles &, i =1,...,p; E.: (i,4)€J 3 Fij (1,0)€L et

§ iJ
(i,J,k)€N  sont lineéairement indépendants sur %« modulo BS(X(4)).

8.5k
En utilisant alors {2.2) (2.6) (4.3) et 1a formule 55 = dim‘K HS(X{4))
(cf. 2.1), ce dernier lemme termine la preuve du théoréme annoncé dans

1'introduction.

Soit x = . CE.. 4 Y. F.. Gl €8xt
oit x 1}5';1 4.5 +§:(5]JE1J -2 ¥iiFis * %Suk 615 €85 (™)
ol Tes coefficients % s ﬂij’ ¥

uis {Sij’ \(.ija

ij Sijk sont dans R3 prouvons que les
Sijk appartiennent & ML. Pour cela, calculons
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5 p
~Pig By - & iy Fyg e % Sijk Bige = %1 1€

ol xe‘.d(Xé4)).

Avec des notations évidentes compte tenu de la remarque (2.4), on sait que

x est de la forme :

£

-4 (1) s+  xfBisss o 2 1 1s(D) W
X = d(xg + igl xg ! Sy + bt xé $iS5 + Z % } e jekce, 15k5

€ £ £ £

1

+£ys(3)+za SS(Z)+£X§1U+Z 2—_2y§”3 .U+

=1 01 igg ot i=1 i1 j=1 3

£ €, &

+ Z UUL o+ f z(k)\f + : Z c j.

161¢j¢, Pi%% T G k' E ok i

Comme les régles de dérivation de [16] donnent :
d(S'iSJSk) = S-S'Sk + SS.ISK + Sksis,] pour 1“1‘3“‘(\‘?1
d(U1-UJ-) = uzU i 7 Y5 U pour 1‘1'<j552
2)\ 2) . s
d(s3.5§2)) = 55 5§ 4 s 545 141,566, 1A
Si 1! on commence par développer 1'expression de x, on obtient d'abord :

= dxg + Z dxﬁ Ss +x£ S;) + 1‘1‘J‘El[d£21,J 545; +x( ,J)(s S5+ 555 ]+

<

. A , .S, S,
T peqegepeg) i3k (54335 * 55545 * 5 545y) *

£ £
1 2 .
2) o 2. 5(2) - (1)

+ $:5¢¢7 + agy (5455°7+55:5; +de s - 2 xyoug o+
b Fis4 é igg 13 (5455 ) £ Y 478 T
£, €

2 o i ..

L2 & ay{Tdsu, - s s+ scug]l ¢+ & by (uUl - oug Uy) +
i=1 j=1£ 1 175 1 i7J 13] 1€§¢54€ iJ ivJ J 1
€ £ £ &

3

+Z_3dz(k)v + ifc (s, .V, + S..v ) + z(k)v

=1 2 k =1 k=1 Jk %5k Jk bt B k
2

Sous les hypothéses Hy = Hl.H2 =0 , par le lemme (2.5) et la remarque (2.6),

£
ona &;=c+ 1) donc on peut écrire :
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puisque pour k>c, Vi est de la forme Vij = wij + Sisj’ zZ, est de

la forme zé‘ e E, et ¢, de Ta forme cg‘ J) Vij 1\<ot‘$€1, Li¢je &,

Aprés un calcul assez long, utilisant la relation S.i .,51- = 2.51{2), on obtient :

£, .
X = {dxél} + xél’l) Sy + xél’z) Sy + xgl’” 54 +.o..t xél’gl) Sg - Z yil’w Ui
1 =1

NS ST 2 off e Fs,

s 1 iJ
=1 1¢19<¢5¢ El
€ 22
(2) (1,2) (2,2) 2,3) (2,4) (2,€). _ s (2,i)
{dx4 + X3 SRR 52+x£r S3* X3 Sq et X5 lsE1 iflyl
+1£_1 €2 v1+1<jc 'IJ+22 S1£52+
15
( 1, 2, £ £ 2
forf g D pnfe s o, afErr®s, 2 B e
c £l
+ 2 ¢ .v.+Z c“’j)w..+2,... z“’El)s. Sg +
i=1 €,.1 4 iy 51 i i 2 1§ 'El
1,1 2
+(dx§ )+ P15y + 3pysy + 3955 to..t aellsel) S§ ) 4

2,2 1,2 2
+(dx§ )+a12 S]+ Pp Sy tagy Syte..t aelz sgl + 2 cé ) 51) sé ) 4

3,3 1,3 2,3 2
+Cd><§ )+al3sl+a2352+p3s3+a4334+...+a£133£1+2(c§ )sl+c:(3 )sz)} S§ )4
51-1
é Lt ) (i.€,) (2)
Jaxt %1 )a. s va_ s.+...4a s s Se ¥ 2 2. ¢y’ l/s.] S +
(a3 1e,°17%2¢, %2 I N = 1] £

1,2 (1,2
*[@ Jraysyr 252+ A 12395+ Ryggsgte oot 9‘1251521“1 )51] S5 *

1,3
+[dxfB 3 vag 514 Ay paspraggegr Mzgsgt .t 'A13&1361+(°§1’3)51%%2’3)32)] S153 ¢+

1,4)
+[dx£ +a4151+7‘12452+ A 13453+81454* 9\14555+. o 9‘148 lse1 +

318

Y

+



22

(e s pref s ncl¥ s )]s s,
1,€4)
[ *ag 1517 P oe 52t Mg sat Mg 1L, e o1ttie) S
€1
+(§ c§1’£i> 51‘)] 51361 +
1=

{2,3)
dx + M pgsyragysyraggsyt Poggsyt. ot ()‘23615£l+

(cél’z)slm(l 3)s +c(2’3)52)] Sy55 *

[dxéz 4l 2 12051%30752% Dpgasyraggsyt Poggsst -+ 1245 g, 7

1,8). . (1,2). ..(2,4)
é )s reg o syrey )s +c )] S.S
2,€
(o 1)*‘7‘12&151"3‘31252+ /’)‘235153“*' -+ 1,6, %0e %€
€,-1
1,2 i€
Céi ) + E:: Cé % Si] S, Sel +
& .-1,€)
Bx USSeN L osv A o sohe N s otag Sg
é 1,61 1,€l 1 2,81 l,El 2 El 2,€1 1,51 €,~2 £.-1 1
+ 2 sp + O c(’l)s‘+z c :)S
LA T AU T e G &-17€

(1) 21 (i.1) 5
1 1, -
tlag - Z oy s - Zovpu s
i=1 i=1
2 52)
2) - i, -
+f axb T{i v sy 4 Doppup-(opguytbpguyt b2€2u52)] Up *
1
(3) _ (1,3)
+{ dx E y I (b34“4*"'+b362”22)1 U3 *

...................

,w,
Q.
o
(82}
n
e
]
‘Mo
«

ib +Zdy’J)SU+
i=1 16 E i,d
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€
(k)
7_3 (dz2 + C1k51+cz<52+""+c€l,kse) Vk +

k=1
3 : c & . .

« Z XU)S-*Z O NVEED i T Z AW vax
S = B T = L TRV Y 1oe

1

5.2. Remarque. - Soit Xx une résolution minimale du corps résiduel X de R
(5] [1e].

(X )oK 2K =5 s DKy X5 X5 K5 0

ol Xy = X§1). Le calcul ci-dessus pourrait &tre utilise pour &tudier le
6éme module de syzygie d[X6] [1] Def. 2.4. p.51) car on a :

E
X=é'Xé4_EN+ZR‘£
i=1 !
Aussi est-il peut-étre possible d'obtenir les nombres de Betti bp+6 dans
des cas particuliers comme dans le cas du calcul de bp+5 dans [18).
2 PP =y - i
Pour évaluer &% E =x %; Bis Eij ZE LA -Z 813k i,7.k> posons
d'abord :
ﬁkh si (k,h)&€d
Pioh = |- () (,5.0)
qu Koh Z’ h +%81,j,k "k, st (keh)el
T p st (kih)el
(oex) ¥ | - .
’ Z LA Z S W st omex
Sh ) si (h.k,€)eN
8 4"
h,k,i _Z 1,3 k) .
" 8 1,3,k Ph si (h,k,L)EMN
I1 vient alors :
3 z 2 z
Z=' B = x Z(Su i3 ZF1JS1VJ+ FU pq squ—L ”13 fij -
2T, ) oy L2 3 oy i) -Z
CT ot e Tl T “iUJ‘*LZK i3 %0 U 81Jk ijk =
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-2 28, T.3.k V+ZZS 1.35k) -
N T ik Pq s ijk ‘P uplg
i,d,.k)
stuk SJS1Sk+w iS5t ka51) % 5 ijk qur (qupsr+wqp Sr+wqrsp)
On trouve en utilisant 1'expression de x ci-dessus :
g £,
p 1 : C
b W xéj) 5. + 2. zék) vt Z 2{153) Z u;-
i=1 ' i=1 Tok=1 14i¢ 3¢ €, it i=1
.2 2 2
J PU LR Y'ij 0y ijk gijk
£ : £
wfax{e (1 1)5 +x(1’2)s wx{1:3) wx{ls 1)5 - y(ln)u. + 2 v +A
{og 2 G it 1§ 1
(1,2)¢ 1y (252) £)) ;—_2 (2,1)
1,2 2,2 (2,3) (2,4) (2, - »1
+dx) S,tX S oHX S, X St X 1's Y us +
{ S, 172 272 3772 4 2 61 o1 1 i
ZC: v, + A +z(1’2)s }S +
~ 2 2 1) 72
i=1
o
€-1
Jadt) ¢ Z x{1€1) Z vy, s ch vorhg + 2 2 Er)s dsg +

1€ $€1

1,1)
(dxg * Sy T g8, tags, +...+a£1,1s£ ) S1 +

(1:2) 5 ) ()

2,2)
+ a1251 + PZSZ + a32$3 +"'+3512561 + 2 )

(dxé :

3,3 (1,3)_ . (2.3) (2)
{(dx§ )+ Ay387 * ap3Sp * pasy t 34354*‘”*&513551 *2(cg sy reg S2)}53
+...

£.,E.) b {(1.8)) (2)
+dxsy~1*"17+a si*a ) s g Sg + 2 Ce s. ]S
(i) 1€, *1%%2¢ 52" "0 -1,6 % -17VE BE) 16i<g, il 5

1,2 N : ;
[axd )’”(321‘ 8110)s+(a1pm 81550557 (Ryp3m 8135057 (A py” 142)5 *
+,”+(’AJZE 815 Z)SE +C ]S Syt

(1,3) - 1 - t
[axz'*3 e (ag - 8119051+ Dpasyrlagym 81gg)sgt(Dyge §1g3)syr
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+...+(’A13E - 8¢

23}
. lel3) S£1+C§1 s +c ]S

(1,4).,. e . Y
[ax3 “(341 8114051 * AqpaSy* M3aSy * (3147 81440547 (A 1457 8154)54"

oot (Mg 5151435&{‘:(1 HspreftHs el ) 55,

L

1,&) ; :
[dx *"17 +{a -8 s+ A 5. 4.+ s +(a,z - § )s
é 51,1 1151 1 1251 2 1’&1“1’21 E.l-l 181 151,81 &1 +
E.l-l

(1,&,)
+ =Zl ¢; %1 s}.] 51581“

(2a3) - ' - ' ( - '
Laxg (A 55m 6515)5,4 (g, 5223)52‘*“23‘5233)53*'"“*m23el 26,3)%, *

, 2,3
+(c3™’ 51+c§1 3)51+C§ )52)] SpS3 %

+..

(2.€,),
rdx +{ s +9‘236 S3+"‘+r>‘2,61—1,€ 561_1+

A §51g )511(3 §50¢ )
12¢,” °21¢, €,2" %20, ]

1 .
g)
(ane - b1 )sg +cg s+ 7 c(“ls.SS +
29.1 26161 el El 1 {3 2 1] 251
+.o..

£ '1,2 ) - ' '
[oxfer -5 *Pe -1e, 8al~1,1,£1)5 H(Ne -1¢ 5e1~1,2,z21>52 *

€718y
+oo A Sp o+
e 2,616, %€ -2
+{a -8 _ s + {a Yy is
e.g1 %16 1e)  fe 1 (e T m1,e 6 )% 4
€ -1 (_ €,-2
+ 2 el 1) S5+ Z ) g7 s S
b & i) &-17¢
€
1,
1 i,l
+Hax§t) - z s = (b ub ugs blézugz)ful +
€
1 .
d 2) - (1,2) - v
{axd Z 1 sy [(byym ¥ o)uym(bygugtbygupte o 4byg g N}, +
i=1 2 2
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3

3 .53 i H
fof®) - g s s [ty Yighupr (o0 ¥33)upm(yquyt-- by ug DU +

£
E i’E i i
{axd®)- Z s 2)51+[(b1£2° Vie vt #(og e~ ¥ 16 g YU, +

2
(i.3) = ., (k) s A
+ Z oy s gl[dzz *leg Bridsiteo Par)sst
£
+ B s V+7-3(dz(k)+cs+c St )V
+(cg Perx 51] K& 1Lt ot gk Se ) Yk
od 1'on a posé :
A= L (dhioge (2,0), 50 Yoo,
1 144 € (c ¢ 811‘]) 1J 26 (C1 + 5132)“’23*
1 1
(&,-1.6), 5
RTINS FERR RS D NS
A C(l +S| )w + Z C(lgj)+6|. __SI Nw. . + Z C(Z,j)_8| +
2= (" eyl wi 2‘3"‘5'1( 2 1527 ®215) @1 2<js€1( 2 "%03)%;
z (33\]) 1 (6 '196)
+ (c + 8.0, o+ (c50] 1+ 6 W
3¢5 2 2337733 2 2,€,6,-1" V€ -1,E,

- rcl1s2)] I ¢ (1.6,-1)_ ¢,
Ael = ((:‘E1 21& )w ot c(l § 161)w13 EN (ce1 1 El-l,l,El)lel-1+

(1,81). 24 (2,6,-1) ¢,
* “é 1+8 1€, )“’15 “("L 32& Jwag*. . Hleg T 8 1,26 %28 1"

(2,& ) {8 - ae ) '
+ (¢ +8 YW, .o+ {c i1 1+8, we
€ 288,728 € €-1.8,6 77 g, -1,

Comme Z. 0" g. €E5 , les coefficients de chacune des variables doivent étre
i=1

nuls et l'on a :

€ €

p 1 ; c : 2 :

T g sk + I ox{U s 0 Z My v T w o 5 -
i=1 i=1 k=1 i¢j RS !
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i oz i
Legeis 5 h fig 2450 g -

1) Composantes sur les V¥

‘31

On a dz< + (c; $; =0 pour k=1,....c

2 1.=1 ik " Pik)

), 2

(k -
et dzy / + 1251 Cy S =0 pour c <k$ 53
Comme les sy i=1,..., El relévent une base de Hl’ on doit avoir :

i T PiEM pour 14i¢E, 1<ksc

et CkEM pour 1$0<~‘£1 c <k$€3 et dans ce cas ¢ est

de la forme cg’j) 1€« jsel. 17 existe par conséquent des é&léments
A%k 151"51 , 1€k€c et Ag’j) 15.:(5&‘1 1€i<j¢ 81 , appartenant
a g et tels que :

ik T Bik T 484

9 L ap (o)

Par suite i1 existe des eék) 14kéc et Béi’j) 151‘3'-.‘81 dans 22 tels que:
(k) 2 Z LY 18k€c et :
i=1
zé]")) = 2 (1,3) _ ;2:1 A}g 3) S On en déduit que :
c c o £1
Zz“‘)v=Ze“‘)v—ZZ 'oss et
k=1 2 k2 Tk gmp g ik
€
2 e o T gl (Z a9 s
144¢js €, 2 Yo 1ciegeg, ¢ Hiegee k=1 K 1

2) Composantes sur les Sin'

dyghi)zoﬁyy’”ezl pour 141¢E  14j<E,

3) Composantes sur les Us.

Comme les classes des Uy i=l,..., 82 modulo B2 constituent une base de

H, et comme y%"”e Z, paur 1¢i¢€, 1< €, ,1'hypothese Z5CB

1 9 montre

2
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~ o . <<€, .
que byy = d(Byy) et ¥ij = dAy; a\)/ec Sij’ /Eijc)El pour 1€i<j<E,

3 5 s t (133) - (1 s\j 1!\j 5 &5
Ansi, si 1'on pose y; s = d§3 avec & €E, 14i¢ El 16 €€,
on obtient :

€ &
1) _ (1,1) = ,(1)
x4 ‘é 5; _é 85 uy =25z
i=] i=1
£
(2) . 5 (i) A L5 e
X - + {6 Jou z z
35 % 127712 T e 2i YT T80T
&
x§£2) - gé"ez) . 2 (8 -A £ ) U= z§£2)€z3
i=1 14i< €, & 2
et 1'on trouve : ¢
. & £ .
f Xgl) U, = Z Zé.‘) u, + Z._ i E.o:g" -3} u, + Z ATJ u'iuj.
i=1 A R I R S Y1sigeE,

Si 1'on pose Aji =0 pour 14i¢€, , ona :

Z A..u.u.:ZA‘uu+ZI\

1¢i¢5s €, R 4t

Mais d'aprés (3.3) (2), pour (i,j)&l, ona :

L I Pg’ W Ypa Tpig il
de sorte que
£ €2 £, G.g
() - 5,00 Ly 5T 55 elisd) A
X U, = z u; + g u, +
R L o R ST RE I g PaPq

En utilisant alors le fait que :

ZL xij f].j - ZL: Aij = d [Z 1\ i3 ij] on obtient une

i

J
3

nouvelle forme pour 1'expression de Z'_i' X3 louyt % Xij f
i=

4} Composantes sur les 51-(2).

Toujours par le méme raisonnement, on peut trouver des &léments Dii
141 1¢1,5$&; et Dyy =1,..., & , appartenant & E; et tels que
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a{j = dDij T dDﬁ. Par suite, compte tenu du cas (1) ci-dessus on a :

(1,1) (1 1)
1151 * Bp152 * Dy *+Pe 1 &L,

(2,2) . (1,2). _ 5(2,2)

Xp 7T DypSy ¥ Dypsy + Dypsg bt Dsl,z e ¢ 2, sy = L ED

(333) (1,3) (2,3)

+ D58y * Dyas, Dyqs, DygSy *-- -+ DEI3SE_1 + 200y $1 +A3 52)

{3,3)
2533 ez,

(€,,€) (1.&)  _,(&,€)

xg 5 vy S0 S 0e 1 Se 170 £ % e T Be Ssp23 1% ez

<1 ‘El

5) Composantes sur les 51'53'-
Comme dans les cas (1) et (4), on obtient d'abord

R R P LR LI P D Ty ERL P T *Rm Eeafhis i Ye,
x§13) (0 B )+ st (D) - B o)s RI%3s ..+Ri§%3sel+ {135 4
AR, ey,
K017 81108 M s My 3451 014 Bygg)sgrRygssst "*Rzltiysal
+A§1’4)51 +A§2’4)52 * A§3’4)S3 = ng)ezz
Xél’el)‘*(nell'Auel)sﬁMmelSz*' "e1e, % -1t (0e " fee )0

s LAl g o g(LE)

R i 2
141 481
ol 1'on a posé %ijk = dMyj pour 16i¢i<ke £ Mo €Ep-
‘Sh‘j = dAn‘j pour 1 ¢j¢€ E1 i=1 ou i=j
v _ apldid 1ji
et ?‘113 5131 dRy3;  avec M5 ’Alij s Ryj; dans Ey.

On peut de plus choisir R“j de sorte que :
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. s
Rits = M55 Alji pour 1¢i¢j<€E,.

En atilisant cette remarque et les notations correspondantes pour Jes
autres coefficients des Sisj i»1, on obtient :

(2,3) _ . . .
Xp T 4 My 53 Brp3)s1#(Dgm Br3)sy+(Dyg A233)53""'""(Mzma1 Azel3) *

1,2 1,3 2,3 _ 4(2,3
+A§ )51+A§ )51+Aé )sg—Zé )522

(2,&,) . .
xp 1 +(M12£1 Azlsl)““(Delz A2261)52+M23£153+'"+M2£1—1£1 *g,-1"

- (1,2) (1,8)5. . 7(2.€))
+(D251 Azelel)s£1+ Asl )+ 1‘?_(6 AZ Vs, = 2,°771€17,.
1

(€,-1,&)) -
xp 1 T+(M) g 1L 4, -1,1,El)sl+"'+Ms

S,. _»t
1 -2,€,-1,€,°¢,-2

. Z A(i;§1>s.+

1

+(D A

-8 _ Jsg _q*(D - )s

€,6,-17 T g-1,€-1,€, °E 1" 0g 16 T T -1,8 L€ /% 11 < €] £ L
. X A(g’el'l)si = zg‘c‘l'l’&l)ezz.

1igg-2 N1
Des alinéas 4 et 5 on tire alors :

(1,1), {11y _
X5 $1°25 S (02152514«0315351+...+D€1,1 SEl sl)

(1,2), _4(1,2), _ R _ -
xg 7 sym2y s g [0 By p)sys,r(My 5 A132)333"2*"'*“"12&l A1612)S£132+

(1,2)
4, 5152]

(1,3). 5(1,3), _ i i

xg 2> sg=23 > s 0 [(03 811305 5570 po5 55+ (M35 By a)sgsqr .t

- (1,3) (2,3)
(Mze,~Bre g)se syr Al syt B 53]

o (1.4)  _ _ -
Xp P8l sy [(Dzu B 0) 554+ M 048054+ 345354+ Mygsm Bsg)sssyr

_ {1,4) {2.4) (3.4)
+...+(M14El Alal4)s€134+ Al 5154% Al S,5,* él 53.54] .
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(1,€.) (1,&8) [ A
X 17,5, =L /s, -1 (D - }5,5, +M S,Sg .. .tM _ Se S+
2 €772 €, €,17 T11E 7717E 126,727 1,E,-1.§ 7€ -1°¢)
El-l
P Agl’il) S;5€ :) .
i=1 1

En reportant ces expressions dans le coefficient de Sl’ on s'apergoit que les
termes M k’ 1j disparaissent et si 1'on pose y§1’1)u1. = dtél’” avec

1,1) . , N
tlg €E, pour i=l,..., 52 , en vertu de 1'hypothése Zl'ZZCB3’ on
trouve :
el
1) (1,1) A (1,2)
axé +1_=Z1 z; Si+ &1125152+ 61325332+ 61425452+...+A1£12 sils2 b‘l $15, *

(a (L3 LA(Z3) o

#8135 5048 s syt B 3% 185 + 818,850 *
- (1,4) (2,4) (3.4)
+8414515, +515455-54*‘---+A1g14sgl-54 (B17 sys,t 8] sp-54+ 817 s3sy)
A Y OA(LE) 15_3 (1,3) | &=
+ S,S - *T17s.8 - dt, "’ + ¢, v, + A =0
1€ 51%, i, 1 R & kT

D'apreés 1'alinéa (1) ci-dessus, pour 1¢kéc, on a :

[
Eicl th k+ZdA1kk‘

De plus z dﬁy’J Z A e, + 2 A%tj) 545;) » de
1414 j4€ ek ‘I<J [ J

sorte qu'en examinant de prés 1'expression Al’ on obtient :

dx 1)+ 2(11 Z A . + Z A w.+...+A w )
5‘ i 55 1<3<€ 115 %15 2<3<£ 132 72 15181-1 €l~1€1

- d( tz(Ll’j + d( ZA -3) ..)+d(ZC: Aikvk)+ZC Pk Vi = 0
j=1 i<j “i3 k=1 k=1
L'hypothése Hl'HZ = 0 implique que Zél’i)si = dJL](l’i) avec JL(l 1)e.=;E4
pour i=1,..., 81 et comme les classes des vy pour k=l,...,c constituent
une base de H3, on en déduit que pikem pour k=1,...,¢ c'est-a-dire :
il existe BlkeEl tel que ('aik = dB1k pour k=1,...,c

On a alors .
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1
)+ZJL‘((1’k)— T b w.+ ZA w4 d

k=1

.. W
1<j££1 113 713 24§ 1j2 723 1€1 €11€ 1,€
(i.3) 2 (0,1) ()
+Z.B +Z_A Z ALI) gy o g () L by
K1 1kYk 1wkt l~‘1<j5€l 1 ] 4 4

Posons maintenant : 22“’3) Sy = thlgl »3) 14i$j$61 k=1,...

i3 i3 . )
eé Vs, = d(@é My 1 e kel
5“3) u; = dtél s3) 147 €€ 165 €€,

- (1,3) (1,3) (1.3)
oo a0 @Y e e,

Indiquons encore Te calcul de xé(lz) qui n'est pas exactement Te méme.

En utilisant A2, on obtient d'abord :

(2) , S(1,2), -(2.2)  ,(2,3) (2,€,)
dx§?) + 218 42§25 12 (B3 4 1sgl+d(1§$E A

d(2<ZjA21j wy) - d(gj Brps Wpy) + d<37§j A

13
2 . C A
- dtiz’” 2. CosVi * z dAé“J)w.. -
i=1 i=1

TG ij

- (1,2) (1,2) (1,3) {2,3) (1,2)
[2 Ayt s s, + (Ag 5154 +A2 s155 + AT sps )t AEl 5,8
SRR, P
151‘461
Mais on sait par (1)} que zél’z)s1 = 21 2) Z A (1,2)¢ 57 et par
suite :
Z dafl ¢ 21:2) o g(1s2 4 Z Al .2 NN
§¢ 13 2 1 2 1 14\] TJ i¢j
E'l
_ (1,2)
k{i 'Ak S-S1-
Comme on a aussi :
¢
Z c = 72 d(A} Z' ,
&y o'k T & 2k Vi) Gk Vi
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onh en déduit que 1'on peut trouver des By 1¢ksc

et 1'on obtient :

€
1
MRl Tk, LA e T w
k=2 l(‘]“Sl J &J 2<j J
€
2 .
DA TR w S5 (2)
34§ 233 3] 28121—1 8_1-1 il io 4
¥ zn + 2 A =J)w {1 P ez,
i¢d

Le ca?cu? de X(El) est similaire, on obtient :

wl€1) +}"Jz(k,f1) Z A S oa
" k=1 K _(143‘4‘21 31£1w13+2< i€
E

C
+ Z A, ¢ W -Z t§61’1)+Z_B T Z AL v
1<1<e1 1 %1 =1 i1 6 ' i=1 1’

j2§ @23

(€,)
ou o(4 1 €Z4.

i oser = p! 1. .
On peut maintenant P Cik = Py + dAy = d( An)
pour 1¢k€c 151’551 pour écrire :

¢
- k1 v - >_. Z A Sy 1..+Z p
k=1 i=1 ! ici k=1 k=1 =1

Mais d'aprés la construction des ensembles d'indices

2 B..sivk=§8ijs.\1.+z B.. S: Vv

LERS UG § R B

on peut expliciter s, v. (3.3-(1)) pour obtenir :

ij 7B %0y 0 5 By eyt o d

ainsi obtenu une autre forme de 1'expression

330

tels que (b, = dB,

ZA ,w,+

U g 220

+ZB v, +
G ek Yk

)
ﬁile 2,61::126’1

42 A “(El)
1 i< 1 '|J 4

avec Ay =By o+ A

. 11 s'ensuit que :

+ Z egj’j)w.. -

vk ij

T %‘-ﬁ'j &3t
Iletd dug3ona
et pour ({(i,j)€J,

By 5 des; -z:.p].j e

co
13 13

(Z Bijeij)' Nous avons
J



c .
ZZZ + 2 zg .. - L Bis €.. ; i1 reste & transformer
k=1 i< R g 'ty
€&, . . c
El x{1 s, - g §ije 913k - A T'aide desvateurs de x{,. )
trouvées plus haut, on peut écrire :
E E £ 61 El c
Z of) sy + A R
57 i =1 i=1 k=1 k=1
- S alhie -afl2s 2ok, 4
06 g AT s 2 M sp - 2 By vesy
ZA Bhw, . - @12 g 4.
i< i <:)1 2
- ‘AIE Se ZAEkkSE ZA ’J“’ se. - 2 @ S, *
k=1 1 k=1 "1 1 9¢<j 1376 161 <€ 1
. Ay w.s;- 2 A w s ..-B w s
1(3.5&.1 113 713 2¢5 132 2371 1&161-1 51-181 1
+ZA LW, .S Z A s+2A.w.s-ZA.w‘s~
245 21 Y1527 1<J$E 1j2 le 2 2 2232372 3¢; 233%3572
-4 Lt 2 A, w ..sc +
2e,€,-1 g -1,8, 2 1454, i1, “15°%,
+ 2 Q. Wo.se 4,40 W Se - z A, W, s, .
265 <€, j2¢, “23%€, €18 -2 472,615, e 1E€; 1808
Mais un examen minutieux des termes en Aijk w,gr,sx montre gu'apparait
exactement 1'opposé de la somme :

Z

MON Aijk <s1-,sj,sk>. En conséquence, on peut écrire :

Mﬁ%\l A1 o €508 ,sk;-z A ar 592525 Y +Z A, IPECHLRL S

D'apres (3.3.=(3)), on sait exprimer <s;,s;,5, > différemment pour (1,3.k)
dans N et de plus, on note que :

Z 845k gk - % A5 d955¢ = d(ZN B85k 93510
On peut alors prendre son souffle pour écrire 1'expression :
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in1 ¥ 6 g Hid L ij i3 Nk gnk)
€ 3
1 - c . 2

Zo(l(;) s, + 2 8lk)y o Z gl . zék) U+

i=1 Tkl 2R agiqeg RS

g, € € €

1 1
. > (i8) g L s5 st B9y, - 2 (.3

J=1 i=1 R S It J

€
- JL(1 i) S5 Z (JLJ(]’J) S +JL(]’J) sJ) +

io1 16i¢j€ €,

Z J) A (i,3.k) .
o * % R ZL-AU' e ZN ik pq ) %'
DT A s T oA i) (1,3.K) ]

I N Bi5iPpe ") upug
- {(153,k)

% (8 pgr * Z Biji Bogr’”") dspsges,y

(i,5)ed, A, (ij)€L,

Mais si 1'on choisit d'abord Tes B.: ij

1J
(i,j,k)EN tels que :

1,35k
dBy; = F’ij . dAij = ‘(1.3, dA”k 51’jk . on peut imposer aux By
144 551, 1¢j€ ¢ de vérifier la relation
. Z o, o) LT A, 2 A, p(1:35K) el
Boq =75 B et T M e e T ik g pour (p.q)

compte tenu des égalités (x%xx). Les qu étant ainsi choisis, on peut

prendre pour (p,q) €K, des qu tels que :

{1,3) (1.3,k) _
Aq+%"ij\"pq +% Bisi'? °

pq
et i1 suffit de choisir les qur {p,q,r)€M de facon convenable.
p
Revenons sur les termes restant dans 1'expression de 2 L E-'i . Ona
8 € i=1
r i ‘(0
b it kZ; z§ U €Zy.2y + Z,.Z5 . Or on peut aisément

faire apparaitre des produits de Massey avec les autres termes.
En effet, utilisons les notations du §1 et posons d'abord :
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- (.IaJ) P i 1 “
all = s.i ] 322 - .yl s 333 = Uj ou 1*155‘1: 1"J\‘52 .

Y = (1,3) _ - glisd)
Alors  a;q.25, ;Y] = da12 avec a12 = 53

T = i1.3) - - ¢(1.3)

39508333 = ¥4 uj = da23 avec a,q = t4

~ - — _ (1.3) _ =(i.3)
et 313 = gy 3p3 + ap5.855 = S5ty By oy €XTs 4y Lo
E €

2 1 .o .
Par suite 2. 2 {s. t(T’J) -2(1’3) u,)€<7., 7., 2, ». On aurait pu
j=1 i=1 i 4 3 3 1?71 =2

indifféremment faire apparaitre des produits de Massey de matrices non réduites
& un seul é&lément, en posant :

Ay :[51’52" .. ,551]

ALy fhE,) o
(2,1) (2,€,)
B y LY 2 1oy
App = | 1 1 Ay = 2
£, '
yg 1 1) ...y§8162) Ug
i ) Y
ona fAFeM, L{A Fem , {A 1em,
& £
et A A =[Z‘_ s, i) v y("gz)]= dA
e Lo s o i 12
€ €
1
ou Ao X BB, P gliE)
12 & 33 & 53
i=1 i=]
En outre :r B ¢
3 [ 7
2 . 2 .
Z: y§1,J) uy ?f tél’J)
j=1 J=:!-
App.Ags = ;é = dA23 avec A23 = a.
(€,.3) )
"J_ be J=1 -

~
et si 1'on calcule A13 = All A23 + AlZ‘A33
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e . _—
(1,3) u

jé K z&;.l € (5.6 '
. i,1 i, u

A13 [s sz...sel] : - [ < €§ ),...,‘_ §3 2:] 2
. i=1 i=1 .
€, :

= tffl’” ug

Lj=1 y . 2

£
1 .. .
(1,3), . g(1:3) -7
on retrouve exactement Zz z (ty sy - B us) = Ay
~
et A13e<21, Zl’ 227.

De fagon similaire, on peut transformer 1'opposé de la somme

1 . .
it v Lo adid) g e alid)
i=1 1€4¢j<€ J ! J

k=1,..., & . 0Or

On sait en effet que Zé 37 Sy = d,fléi ) pour 1<i$j~‘51 H 1
on observe que pour i=1,. El

{51- ‘n'ﬁ’”}é({s.},{s.},izﬁ’1‘)}7
et {-(a§i,j)s. + jL i }€<{s } {z ,J)} Sj} pour 11<j4€, .

Enfin pour 1$i43€ €, , ona :

{®§»i’j)5j - of"3) “’ij}“{gg s s

et 1'on a donc établi que :

£‘ “1€1€B

£ 5t Z1 Lty L+ K142 22>-+<Zl Z2 217,

4°72°"3 1’71

Compte tenu du choix des &, on en conclut que 0(1.6111 pour i = l,....p 3
ce qui achéve la démonstration du lemme.

§.6. Exemples et conclusion

6.1. Remarque. - Si H, désigne 1'homologie du complexe de Koszul d'un anneau
local noethérien R, on a dans le cas général :
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o d CE - ods . 2
€, =dimy H ;3 22 = dim, H%/gi ; = dim, H%/g H, - dim, H]
.2 o _ :
De plus, si Hj =0 Eﬁ = dam«}HQ Q; + El 52 dimy, (Hy- H2) et si
2 _ _ = s -
Hy = Hp-Hy =0 €= dimy Ho sy + € ¢y + €, + (2 )+ & ( 2)

5
Pour 2¢i$8 , on a vu apparaitre dans £. une expression de la forme

i
Hi 1 H + H] o H2+ +Hi-2 .H“

o A
A

~f =

si i est pair

—71 si i est impair (veir [17] §2. p.222).

6.2. Remargue : Si 1'on note b d1m Tor («‘K) e 1™

dm;K H

nombre de Betti

de R et si 1'on désigne par P (Z) = Z b, 7' 1a serie de Poincaré de R,

'!70
on sait par ([12] Th.2. p.3) que :

€
Pa(2) - w2)" () 2 e X

(1-29%1 T -2 T (1-29)%

ce qui permet d'obtenir les relations :

by = 1
b1 =n

27 )+ 8y

by = (g) + (?) £, +E,

o
1l

E
R @}el+ez G+ (e, + &
—<2>+<§)el+<1><2>+<>e () E, + €L+ (DNE +E,

o
[¢,1
1

e (he n°1 &2 e 4 (2 € E
b6=(6)+(4) 1+(2>()()€+'+(3)+(> +<2)+()12+<2

e e £
1 63 + (1) 4 + 5
Exemple 1. - Pour 1S anneaux de Golod [4], si 1'cn pose ¢y = din],K H

c c
, ) 2 1
121, notre formule donne directement € = €yl Catet(, Jreq (o) (

c
)

pour

résultat peut 8tre retrouvé, compte tenu de la remargque (6.2) puisque 1'on

sait [4] que 1'on a alors :
n
Pal2) = 147

n : .
1- Z: ¢ Z‘H-l
i=1
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Exemple 2. - Soit k wun corps commutatif et soit S = k[Xl,...,Xn] 1'anneau

de polyndmes & n indéterminées Xl""’Xn oli n=#4. On considére 1'anneau
R =258/ ol 1'idéal I est donng par :

2 3,
1= 2 S(Xg%y - ’/\i 5 KD (S S )T

i3 1

Tes ’).i- 1€1,5¢n étant des éléments de k tels que ’Xll=l, ’)«1-3- = ﬁji et

tels que le deéterminant de la matrice (’)T.J.) soit non nul.

Nous notons t; la classe de X1. modulo I et ‘M 1'idéal maximal

de R. L'anneau R a &té construit dans [11]. Si Hx désigne 1'homciogie

du complexe de Koszul de R, on sait que Hi‘Hj =0 si 2€&i+j¢<n et que
R est un anneau de Gorenstein artinien [11]; On sait alors par [37 que
H]“Hn-i est un k-espace vectoriel de dimension 1 pour 0 €i¢n ; la
multiplication dans 1'algébre l—g{ n'est donc pas triviale.

D'aprés [11], on a AnnR'm= t% =w . De plus, des cycles relédvant une
base de H; sont donnés par les 'thi avec €7 et (i,i) # (1,1) de
sorte gue &'1 = g_@;_ll - 1. Or par [117, i1 existe des &léments Wi,...,w
de R tels que witj =0 pour j#i et witi = W . Considérons alors

n

pour n=5 trois cycles quelconques t,T, €3 (1,3) # (L,1), tp T

kst (ks €) # (1,1) et tT ., uév, (u,v) # (1,1). 11 existe des entiers
petq, 1$p$5 , 1€qg€5 tels que p soit distincts de 1i,k,u,v et

tel que g soit distinct de 4,j,k,u. Mais on a :

. 2 B _
(5T (te Tp) _'Aje t] TiT, = ?‘jt wt T, o= A

PP
- 2 - -
(te Tk){thu} h /Aev U qﬁqu thkTu - 'z\e\;w

W d(T.T.T,)

k j¢ p p ik

AT T Ty) -

q k'u

Avec les notations des §1,2 et 3, on observe que :
<{th1.i s {t, T ,{thu§> contient la classe d'homologie de
thi ’:\‘vaTT + ’Ajew TT.T,t. T  mais par le choix de & et @

ggku p'pikvuy D
ce dernier terme est nul et comme 21.23 CB4 on en déduit que 1'on a ici

{Hq o Hy H 7 = 0 et par suite, nous obtenons :
111 €
B &+ E v () - (5

Vérification. - Par [11], on sait que la série de Poincaré de R est donnée
par :

PR(Z) = L
R T
1-52+1

Compte tenu de la remarque (6.2), on en déduit la valeur de 5]. pour 1$1i¢
on trouve :
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= = - - € -
El 14 , 62 35 , € 126 , 84 504 , € = 2030

et 1'application directe de la formule ci-dessus redonne la méme valieur.
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Relations entre la série de Betti d'un anneau local

de Gorenstein R et celle de l'anneau R/Socle R

par Hamid RAHBAR~ROCHANDEL

Introduction

Dans ce travail, nous déterminons une relation entre la série de Betti 4'umn
anneau local de Gorenstein (R,m,k) et celle de l'anneau ¥ = R/Socle R . Le cas

le plus important est le cas o m n'est pas un idéal principal. On trouve alors :

2
Pﬁ = PR + 7 PRPﬁ .

Cette relation a été démontrée par Gulliksen dans (3) pour les anneaux
d'intersections complétes et par Levin dans (5) pour les anneaux de Gorenstein

(R,m,k) vérifiant dim_ m/m253 .

La méthode utilisée ici est la suivante : pour un idéal I de R inclus
dans m2 , on construit une résolution libre de k sur R/I (k étant considéré
alors comme le corps résiduel de 1'anneaw local R/I) & partir d'une résolution
libre minimale de I et de la résolution X de k sur R introduite par Tate

dans (9) (prop. 1). Nous donnons ensuite des conditions suffisantes pour que Y
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soit minimale (prop. 2). Ces conditions sont vérifides daus un certain nombre de
cas connus (par exemple quand I = (t) ol tenﬁ est non diviseur de 0) mais sur~
tout dans le cas d'un anneau de Gorenstein (R,m,k) de profondeur nulle dont
1'idéal maximal m n'est pas principal et quand I = Socle R (prop. 3). On trouve

alors la relation citée ci-dessus entre PR et Pﬁ .

Nous donnons finalement, dans le cas d'un annesu local de Gorenstein (R,m,k}
vérifiant les conditions ci-dessus, des conditions sur H(E) (B = 1e complexe de
Koszul associé & un sysidme générateur minimal de m) pour que 1l'anneau R/Socle R
goit un anneau de Golod (prop. 6) et trouvons alors la série de Betti de R . On
trouve de cette manidre la série de Betti d'un anneau local de Gorenstein (R,m,k)
de profondeur nulle vérifiant dimk m/m2 =4 et H1(E)2 =0 (Remarque de la

Prop. 7). Nous donnons & la fin, un exemple d'anneau local de Goremstein R tel

que R/Socle E soit un annesu de Golod.

. s 2 i, 4 -
Soient (R,m,k) un anneau local noethérien, Igm un idéal de R , R = R/l
~F ~ ~ o s .
et m= m/i . ﬁ/m =k et (R,m,k) est un anneau local noethérien. Le but de
~
cette partie est de construire une résolution libre de %k sur R & partir des

résolutions minimales libres de I et de k sur R .

Dans la suite, on désigne par (t ,...,tn) un systéme générateur minimal

1
.y o
{en abrégé s.g.m) de m et var E = A & RTi ; ’QTi = ti le complexe de Koszul

i=1
assoclé aux ti . Nous rappelons la congtruction de 1l'algébre graduée différen—
tielle strictement anticommutative introduite par Tate dans (9). On définit d'abord
. s 1 P
par récurrence les algebres X(t) : X<O) =R, X =E; si X P/ est aéfini
et & =dim H (X(p)), on pose X<p+}> =X<P}<‘n’,,,,, W »; OW. =4 ol les T3
P k p 1 & i i ( )
sont des variables libres de degré p+! et les Ai sont des éléments de ZP(X by
tels gue leurs classes dans Hp(X P ) forment une base de celui-ci. Il existe
une inclusion naturelle X(p) X(p+1) et en identifiant X P’y une sous-

(p)

algdbre de X(P+1) on a Xgp) = X§p+1) pour tout j<p . On pose X = lig X
P (o) 2 ()
P P P
minimale de k sur R ; plus précisdément Zj(X

voir {2}, (7) et (9).

= ... » X est une résolution libre

et oma X =
P (p)}amx(p)

. Pour plus de détail,

Lemme 1 — (On se place dans les hypothdses ci-dessus). Soit

y L L . L T 0

p+1 ? “p rd Lp...} rd ? -0 4 4

une résolution minimsle de I sur R ; alors il existe des morphismes
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g ¢ Li — Xi+1 veérifiant :
i) ’c)i+1 o gi(x)eZi(X)r\IXi , YieN , VxeLi ;

4 ; ' 1) .
ii) 81 zeZi(X)(\IXi , 3z €I, Ztel que ’3i+1 o gi(z ) zeIZi(X) .

, N R R
Démonstration — Tori{f[,k) = Li %k = Li/mLi . De méme Tori(I;k) z Hi (I & X).
Or I & X peut s'identifier au sous—complexe IX de X . Moyennant cette identifi-
cation, on a Zi(I 8 X) = XA zi(x) s Bi(I g X) = IZi(X). On a don¢ le diagramme

suivant

£

1

v
0__, IZi(X) — M az(x) X, L./mIi — 0

=

SF —

i b =3 .
Si (e,I ’ ,es) est une base de Li s Vp y 3vpa IXif\ Zi(X) tel que (Vp) ep

. J fa — Lo - .
Soit w f.-'in+1 Vve:c‘lflant 1 (wp) vp . On définit g; ¢ Li S Xi+1 en posant
gi(ep) = WP B p=1leca,s . gi vérifie bien 1) et 11).

Propogition 1 - Soit (Li,gi) comme ci-dessus. On d€finit par récurrence les
~ P T
Remodules T a manidre suivante : Y =%, v, =x 8k= @ 'ﬁTi ;g T,
~ b =
est défind pour e on pose Y =X GgRe (& L .87, s alors, il
J=p o0 pH T TpHt (j=1 =3 3-1) ’ ’
existe des morphismes de Re=modules dp H Yp > Yp__1 tel gue
pl dp
> Yo > 1 7Yy e Yg—a k50

501t une résolution libre de k sur R .

Démonstration — Nous allons construire les dn par récurrence en partant de
1*hypothese de récurrence suivante :

) 4 =0,d =9 Gly: X &5 . a®=%
o4 TP 4 = ¥4 —> %y =

ii) Pour it+jep , 1l existe un morphisme fi ; : Li 4 Yj ey L de
?

- i+j+1
Re=module rendant commutatif le diagramme
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£, .
L. gy, — 2 o v
i 3 i+j+
1
L. 84 4, .
i i+3+1
1,3~
L 8Y U ——— S
i =1 i+j
~ o
iii) Imf, €X. .  8R, Inf, X, _ & REY. et Im f, , est inclus dans
o i,0 1+1 i,1 i+2 i+2 i,
X. ., 8R@L, ., 8Y &...860L, gY, & .
i+j+H it 3=1 o 1i+1 j=27 Ti+j+l
iv) d v =9 g1y :X 8% __,x , 8Hgy
X &R q q g-1 g=1
a =f . =1 & 4. Yisqasp ;
L .87, - -2 L . -2
al =3 3=2 a=JsJ =3 J
v) 1o suite oo Y ST .. 7 x50 ot
~t
est la surjection canonigue de R sur k¥ , est exacte.
Ayant de commencer les étapes de la récurrence, construisons f et f .

Pso P,
gp étant le morphisme défini dans le lemme 1, posons fp 0 = gp 24 1'}’{ et

?
f X & T, = T, X g1 .

Définissons a; ¢ Y1 = X1 g — Xo 2 ¥ par d, =?1 & 1% . Le produit

tersoriel étant exact & droite, la suite ¥, y T 15 x »0 est une suite

o~ ] e . .
exacte de R=modules, de méme ii), iii) et iv) sont vérifides trivialement. Suppo-
gsons que l'hypothése de récurrence est vérifide au rang p et vérifions le au

ran 1 . Conformément au iv), définissons 4 : Y b4 ar :
g pr )s pH pH —_— D P

a = 9 81y et 4 =f . ., ={ & d .
p+i IX g ol E o+l IL o v Py =1 ( o3 )
1 =] Gt

(avec 3'7/2} on a

4 od =0 en effet, si z=ugvel . &Y.
P-J i=1

P pt1

dp+1 (z) = (u & v)

=3y =1
(u & dj—T (v)) +

.,
P=Js -1
- dp(u g dj__1 () =r

(v & v)—u & dLj___1 (v) et dp o dp+1 (2) = dp o f

.. u R 4. v -f .
%3,3-2( 3—1( ) p=Js =2

odj_q(v):O.Si =1 ,z=u87 et dp+1(z)

+u&dj_ (u)&?.

2 = gp—1
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On a alors :

dp o dp_ﬁ(z) = dp(gp-d (w) 87) = 'ap o gp_1 (v a1 =0

o
et finalement, si z&X B R, 1'€galité & 0o d {z) =0 est évidente.
o pt P

Vérifions maintenant que la suite Yp+1 S YP___) Yp__.1 est exacte. Soit

z=x% 871 + 2 +e4o+z €Y o0 x &€X et z .&lL . 8Y. . Supposons qgue
p-2 o~ p P P =3 Tp=d J-2
dp(z) = 0 et montrons que z6&Im dp+1 . En examinant la projection de dp(z)
sur LO & Yp...3 (51 p>,3), on voit que TLO & dp—-Z(zo) = 0 ; la suite
9 . X . o
Lo Yp—1 —— LO & Yp—2 __7LO & Yp__3 étant exacte, 41 existe y.& LO 4 Yp__1 el
1 = . . .
que ( Lo & dp—1)(yo) zo 2 + dp+1 (_yo) a une progectlfn nulle sur LO 54 Yp~2 y

on peut donc supposer que z = O .Deméme si z=x 81+ Zp o Teeot Zp—j et

vérifie dp(z) =0 , en examinant la projection de 4 (z) sur Lp—j & Y3‘~3

(i 323) on voit que {1 & d }(z ) = 0 et donc il existe
L

&L . 87Y, vérifiant (1 = s v

Tp=3 pmd 3 Lp— 45 )(y 3 = Py g

projection nulle sur Lp-j 8 Yj_;2 {ainsi que sur Lp—-i ®Y,_, pour j&i <p-2)

Y} 2 une

on peut supposer donc gue zp ; =0 ., En continuant ce raisomnenemt, on peut

ramener le probléme au cas z =x &1 + v > g7 et

P
etd ()=o.d (z) = Qp(xp)&

N

o+l
_ (vp_g) & IX

oo (vp..2
B TOE ¢
=1 2 ¢ by /el

Voo = Y +...+tw ;osi zz LA &(T @m) VEL , &Y et z+d

& une projection nulle sur LP— @ YO . On peut done supposer que z = xX_ & T
et de(z) = 'r)p(xp) 81 =0, ce qui donne @p(x )azp_ (n pr_i
tel que gp(xp) ’e) o € (u)ezz 1(X) done

+ gp—2(vp-2) %1 =0 ce qui entraine

et en composant avec 9
=1 ol

)G:IZ (X) ce qui montre que vp 58 mL_p_2
pm2 — Zp_z(X)n X /IZ (X) est un isomorphisme).

on trouve que

(en effet
(w)

. D'aprés le

lemme 1, il existe uel 1

(Xp-H _
8T +u8T) i.e. zeIm d

Xp - gp_15u> - = ap_H
2=x & =dp+1(x

) ou wSIXp et p+16Xp+1

P+ P+

c.q.fod.

Remarque 1 - Au cours de la démonstration nous avons sussi démoniré que si

z=%x &1 + 2 etz . o x €X ,z €L ., &Y. et 2%
P pm2 P-J PP pei ped im?
(resp. z = Xp g7 ou Xp éXp ), etsi @& (z) =0 alors, il existe ¥

v z ~
é1ément de XPH a¥e Lo BY 0.0 Lp_j o L (resp. y&X . &R 8 Lp_1 & YO)

tel que 2z = dpﬁ (y).

Construisons maintenant les fi B pour i+j =7p . S1 =0 ou j=! , fi 3
bl s

. . [~4 ~ 1
est dé€3a construit ; on & bien Im fp,o'c'XpH R, Im T 1,1 & X 4 & R et les
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deux diagrammes

£
P,0 1)"1 ’1
—— et P ....—__.v)

L, &Y, Yo Lo &% T

k L } P 1Lp“1 74 Ao
£
0% 5 ¥ L, 8Y P00 oY
2 el ° ?

sont trivialement commutatifs. Supposons donc que 322 et i+j =p . Soient A
une base de R-module libre Li et B une baie de 'fi’—module libre Yj .

= Zu v uaeh et veBl est une base de Remodule libre Li 24 Yj . Pour
construire fi,' il suffit de déterminer f. j(z) Quand 2z parcourt N . On
remarque que pour u&l et veB , on a : dp o fl -1 (u 54 d (+)) =
fi 3-2 0 1]_ g d 1 o 1Ll & d (a8 v) « 0 ; comme par hypothese de récurrence
Im f g-1 € Xp & ®o Lp a Yo ®,..9 Li+1 & Yj-3 s, 11 existe

wSX sHerL 8 Y 8...8 L g2y vérifiant
o+l et +1 2
(w) 1 , 5=1 c TL & d (u Qf v). On pose Ii 3 {2 8 v) = w . Par construction,

i
fi . vérifie bien les condltlons ii) et iii), ce qui termine la démongtration.

Proposition 2 = On se place dang les hypothéses dy lemme 1 et de 1a proposition
précédente ; si . ) et g, . L i ' el
récédente 8 Im gls leH et gl(x) gJ(y)eIXl+J+2 Vi ’ VJ R ¥z ;o
Vy €L. alors, ... ¥ _’Yp‘-‘ ——3 e .....7YO est une résolution minimale de

i, P

k sur R .

Démonstration ~ Définissons f ., : L &Y __ 5 ¥ de la manidre guivante :

R - P P i+

si x €L et z=x,871 +z, +...+z &7, (oh x.€X. et z. .€L,. 87T )
PP =2 772 TeT 3 3773 =17 731 i-2

onpose £ . (x Bz)=x.¢g(x)8 aX ., K 8&8R&Y . et on définit ensuite

Pyd P Jpp pt+! i+

les dr : Yr __;,Yr_1 par récurrence comme dans la condition 1v)~de la proposi-
tion 1 . Pour montrer que Y est une résolution libre de k sur B, il suffit de

montrer que le diagramme suivant est commutatif

f
L 8 Y Y .
i+t
JH—J &d dp+j+1
Y “ELQ_;
L 4 31

344



-7

et ceci Vp N Vj {en posant Y

=0), 51 x &L et z&Y. sont comme ci-
1 PP 3

dessus, on a d'une part
"p,3 7 Tprin 7
I 8z i sx, = S A AR, I - ) x ) &1
p &5 x‘}gp(xp) ’33( 3) gp( p)

et d'autre part :

1. m4q
. S ( (2))
54 S a. — s x &d.lz
Fp T E x, 8 a(a) pod=1 o %
tout revient donec : t o 84, = ? .(x. x )&l .
o) evien ne a morf rer que By 51 (Xp_ J(z)) J( J) gp( p)
- 3

= 7 - . s

dj(z) 93'<Xj) g1 + é fj—i,i—Q(Zi> igz }Lj-i & di_z(zi} La projection de

dj(z) sur Xj 1 &'f{’ stécrit sous la forme Qj(xj) g7 + W8T ou W provient

des fj is Z(Zi) et compte tenu de la maniére dont ces termes ont été définis,
iy i

W s'éerit comme une somme des termes de la forme uigr(vi). On a done

fp,j-1(xp 24 dj(z)) = Oj(xj) gp(xp) &1+ ng(xp) & 1 . L'hypothese

Ing, . e.GIK

3 14542 entraine ng(xp) 8§71 =0 et par conségquent, le diagramme

est bien commutatif.

Montrons que la résolution Y est une résolution minimale. I1 est évident

~y
que Im fi jgm Yi+j+1

?
Imd ¢ ¥ i.e. la résolution est minimale.
P p~1

; un simple raisonnement par récurrence montre gue

La principale applifation de la proposition 2 est la proposition suivante :

Proposition 3 = Soient (R,m,k) un_anneau local de Gorenstein de profondeur

nulle, I = (w) son soble et X = R/I . Alors

2 2
1 51 = 33 = = Pw
1) i n dlmk m/m 1 et wem , on a PR PR
. . 2 2 14z _
Si n—dlmkm/m—‘l et Weé€m~-m , on a lF’R«122 et P§—1
. . . 2 2 2
ii) 8i n = dlmk n/n” > 1 , ona wen  eof P = PR + Z LRP’I-{ .

‘ R . 2
Démonstration - Si n=! et wem , R et % sont tous les deux des anneaux
d'intersections compldtes ou tous les deux des corps (selon gulon ait fb# 0

oucb=0)etona P, =D =1+Z

R '}‘51_22

ou P = Py= 1 (voir (6), Page 7, théordme 4).
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Si n=1 et w&m—mz', ona P, = 142 et Pw=1 (voir (6)).
R ] 2,2 R
Si n=t, wcmz : en effet, on sait gqu'il existe J tel que wd = () ;

s 2 2
1thypothége wen-m  entralinerait alors nm =1 = () i.e. n=l , On a donc wem .

Nous supposerons dans la suite que dimk m/m2 = n»1 et nous construisons
les g; (notation de 1a proposition 1} de maniére que les conditions de la propo—

sition 2 soient vérifides. Pour cela, nous avons besoin des lemmes suivants ¢

Lemme 2 - Soient (R,m,k) un anneau local noethérien et X<J> (j S 1,...,p,...)
1lalgzdbre diffédrentielle gradude définie au début du chapitre. On suppose gue
" - - -
Yisp » 20t _xl) g Vy seees Tg > ol OV, &7, (E) 3 EZX(J> . Alors,
si MGZP (X(w >) il existe unacvcle M’E Z (E) X<p) + B X(P) homologue &3 M

dans X( pt1)

Démongtration du lemme 2 - M = Z 5 M ol Mi est un mondme de degré total p+l,
construit & 1'aide des variables 11bres T, saeny T s Sy seeer Sg Tf1 peves Ty

1 1 1 D
1) (2) (o)

introduites pour la consiruction de B, yesey et les ‘Si sont
des éléments de m . En changeant au besoin la numérotation, on peut supposer que

¥5=1,...,0 H.& E1X(p+1) - EZX(?”) ot

Vi=xe ,.u., s Mieazx(i’”)u(}i(w) - E1x(p”>). Par hypothdse, si i» T ,

(

p) et 81 jgr , M, =T. M; o M. est un mon&me dans lequel

M eE X
it 3 I el 3,31{

ne figure aucun des Ti . On peut donc écrire : Z,' 5' I"I Z;‘ (2 J ;J i
imt o=t e
ol les Ki sont des mondmes non nuls et deux & deux distincts dans lesquels ne

figure aucun des Ti .

S

0= 8H = %‘(}lﬂj a; 58508 - 2(% a, 1) 9K, £ D, &m)
4 J:1 ’

{21 3= iS4

n

2 (
5 s 1) .
Done iZ=1(j=1 ai,juj)Kie Eix , ce qui entraine Z.-1 al 3 3 =0 i.e.
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Za 3 'I‘.eZ1 (E) On sait d'autre part que Jiem ; soit alors PieE1 tel que

a9 & g 8
¥P, =4, . U= a, . T JK. + P, M, +9 P.M.). Posons
iZ::i(Jg 1,5 5% i§+1 10 (i:Zr:‘H ). Pos
s
g ST p 9 er P i r.-'.
H 2, #i,3 Tj)Ki + 22 P,OM, . M &E X si i>r , P.€E done

o
B

)
P AN, &F ) et N'ez (E) @) E, x(P) .

Remarque - Bn procédant par récurrence, on peut construire les X(p) de manigre que
oo la) o (g=1) (a=1) (g-1)
Yoz2, =i x% =x <w1,...,xnrécy_1 ;o =, ves(B) X + B, X .

On supposera dans la suite que les X(q) vérifient cette propriété.

Lemme 3 - Scient (R,m,k) un anneau local de Gorenstein de profondeur zéro
et I = () gson socle. On _pose n = dim m/m2 et on suppogse gque n>! , Alors :

i) il existe AeZ1(E), Be Zn_1(E) vérifiant AB =T ...T

11} i xist cg éléments a1,...,anem (n = dlmk m/m vérifiant

A -~ 3+1 .
obT1...Tj...Tn = 9({~1) ajT1 Tn) pour 3 =1,e..,0 .

Démonstration = Dlaprds (1 ), la multiplication H1 (8} x HT1 1(}3) — Hn(E) est non

fos i, . . _ s s
degenerie et dlmk Hn(E') =1 \; donc H1 (8} Hn—‘l (E) = Hn(E) dﬁou i).
< veoo o 4] .o X = i
T, Tj 787 (E) et DGZ1(E), D&nE, donc T, Tj T D=0, cequi

~ v A, ..
montre que 4:.::’.[‘,I "'Tj"'TneBn—1(E)’ dtou 11).

Pour la suite, nous choisissons des éléments A, ,..., A; dans Z1(E) tels

que leurs classes forment un? base de H1 (B} et tel qu'on ait A?B =c.',\T1 "'Tn

2) s
(}3ezn_1 (E)). On pose F =X = E<S,,eee8g 3 9"1 = A> deg 8, =2 et on
suppose que les X 4 (q22) vérifient les conditions de la remarque du lemme 2 .

On pose finalement J = (ai,...,an). J& (I s m) d'aprés ii) du lemme 3 .

Lemme 4 = Pour tout élément D de }%({p) s il existe un élément U de
ax\ e 30 BS11) NE) vérifiant @D = DU .

iz
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Démonstration du lemme 4 - Nous allons procéder par récurrence sur p . Il suffit

de prouver le lemme quand D est un monlme,

p=1 : D&Ek s si k<n , alors D = Ti1 . Tik . I1 existe Jjen tel que
j# Lypeeesd # i Z)(aJT D) = @D , On peut donc poser U = ajTjDG JE . Si ke ,
D=T1...Tn; (BS): , on peut donc poser U:BS1SBS1E .

Supposons maintenant que 1l'hypothése est vérifide pour Jj = 1,...,p et

' (p+1) _ ((p) . (») (p+1)
que l'on a X =XTeW ..., W > ob Q(Wi)ez1(E)X +EB, X

(u (ug ) 0
D= H‘u‘1 1) - Ti'&p P ot H est un mondme apparienant i Xgp> , '!Tg ) =1,
1

'ﬂ'§ ) = 'Il'i ;o pesnaly sont des entiers positifs quelcongues si p+! est paire
et u, = 0 oul ei £+1 est impaire. On a aussi la relation

k=3 + (pt1) (u +..v ug ) (DeXKPH) ) Hexgp))

Nous allons procéder une deuxidme fois par récurrence qui portera sur

g/'—:l}.1 +...+u& .
b

si A=0 , D= HGXgp) , donc en appliguant la premiére hypothése de récur-~
rence on a ®H = 9U avec U&JX ») + o BS1l X p) . Supposons 1'hypothése vérie
fide si Uy Feeat v < % . 0n a la relation
P
(u,) (u
a,1,D) = @D = a1, O(E)T, ' ...7
1™ 1M 1 Ep

) (u,)

. (ug )
+ (=1)3 a,T,HO (T, ! T, %
P

(a)  (ug)

(3
Comme ’t)(‘ﬂi)émX<p) . 8 'D(]Ti)éwx(p) ; par conséguent, a1T1H'D(1T1 ves T‘é P )

(o) (aget) T (o)
est une combipaison lindaire des é1éments de la forme <.\’JK'I\'1 .es 1\’ Lo TWg P

et ces &1léments s'écrivent socus la Torme O{U) avec Ue& JX(p)+ZBS1(1> X(p)
1

(nypothese de récurrence). Comme & TWDG JX(p+1)
(v,) )
CACIEVR SRR f'P = 2(U) avec vesxt? +'2st(1> EPH)) . OJE-, }
u u
1 3
'D(H)&mX(p) ce qui entraine a, 'D(H)ewX(p) done a, T1 'r)(H,)TI’1 . 'ﬂ' P

, 1l suffit de prouver que

(u ? _(ug)
stéerit comme une combinaison lindaire des éléments de la forme mT1 Kﬂ' " s eP

P
ot KGX(P? .
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On voit done qu'on peut supposer que H est de la forme T1K . On recommence

cette opération en écrivant :

(u) (. ) (u,) (u

£
P
9(&2’1‘1’1‘21{1\'1 e T ) = —GOD+a2T1T2’3(K)TF1 .. T

+(-1)3'”fr1732xe)(1rr1 LT G

et les mBmes considdrations montrent qu'on peut prendre D de la forme

(u)) (ug )
LT LT P

&

3i j<n , au bout de j opérations, on ramdne le probléme au cas ol D

() (u, )
s'écrit sous la forme Tqu Tj ‘!l'1 'ﬂ‘a P et on écrit alors :
iy
(u,) (ug ) ; ° (u,) (u&p)
’<‘)(aa+1 Tyeen T T . P ) = («1)wD + B TyeeeToy f, ,,,11;p )
() (u)
et en appliquant 1'hypothdse de récurrence & a. T, ...T.  9(F .. "P) on
J+1 71 +1 1 é‘.p

arrive & démontrer la proposition.

Si jzn , on arrive A4 ramener le probléme au cas ou H = ’I‘1 "'TnM or M

est un monbme de X P) de degré total j-n et on écrit alors :
(u,) (wg )
(B, HT LW P ) =D+ (1)
&
P

() (ug)
BSE’JMW1 "'“e +

n+1

, (u u (u,) (ug)
(=) ms w2, 1)...1ri éP)). o, L.w ©P)
Iy 1Y

stécrit comme une combinaison linéaire des mondmes de la forme

(»)

P et comme ’3(1x-i)<sz1 (®) PO B, 27,

(u,) (ug )
B9 (¥,)€ vz, () fPe () gone BS, W0 (T, ! e T €p
P

() (u,=1) (ug )

linéaire des monbmes de la forme wN 1\'1 ‘l\'i v T. P . En appliquant

(u,) (u;=1) {ug)
'ami)m . cee T
€p

) est une combinaison
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1'hypothese de récurrence & ces éldments, on arrive & les metire sous la forme 'D(U)

avec UG-JX(p—H> + Z‘BS1(1) X<p) . De méme, compte tenu du fait que aucun Ti ne

(p) . 4 (@
>

figure dans M (sinon Ty M= o1) ?)(IVI)GZ1(E) X , donc
() (ug)
BS1‘DMTl'1 e W P s'dorit comme une combinaison lindaire des mondmes de la
P
(u,) (ug ) (v)
forme c~>5['1...TnSWQ'ﬂ'1 ves Tl'é P ol Q est un mondme de X de degré

P

j=(n+2). On peut donc supposer gue H = T1 "'TnSWQ . On considére maintenant

(2) () (ug )

(B S‘i QTI'1 e ‘n’5 P ) et les mBmes constatations qu'auparavant permettent
P (), L) (g

de ne considérer que les mondmes D de la forme Ty ...Tn S1 P'“'1 TTE P

p
En recommengant ces opérations, on arrive finalement & ramener le probléme au cas

(1) (u1) (u£ )
o D= T, ...Tn S1 171 cee T, P ot on écrit alors :

»

) (u,) u . X u,) ug )
A w1 . ép)) = wp (=) E () ?>(Tf(1 -e-v( )
1 1 e, 1 ! €y

Tl suffit maintenant d'appliquer 1'hypothtse de récurrence &
(w)  (ug,)
Ly

P T

1 .
BS1(1+ ) 9(11’ pour trouver le résultat recherché.

Démonstration de la proposition 3 = I = (@) est isomorphe & k en tant que

R-module ; on peut donc poser L = X (notation du lemme 1). Compte tenu du fait
que prn ZP(X) = IXP et Izp(X) =0, il est clair que Tori(l,k) = IXp et le
morphisme canonique Xp — Xp/m Xp—7 Torg(l,k) = IXp n'est autre que la
multiplication par o . On peut donc {d'aprés le lemme 4), construire les g;
(notation du lemme 1) de manidre quton ait

Vp , Im gp_c_ JX + Z'BS1(i)X. il gpgq&JZX + JBXSIX . D'aprés la proposition 2, la

résolution Y définie dans la proposition 1 est minimele et on a par conséquent :

2
P§~PR+Z PRPﬁ .

Proposition 4 - Soient (R,m,k) un _anneau local noethérien, wemn un élément

~n

() , R=R/T,% =u/T, (t5+»%,) w0 s.gem. de m,

~ ot ~ ~
= = : =t> B= s T T =
©y=classe de %, dans R, B = R<T,...,T ’JTi by = R< Tyses T AR =% 7

vérifiant Anne=m , T

n
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Alors, le disgramme guivant

0 0 0 0
T /[ A ~
IEj
ol SREAG) > H (E) —-——>H (%) —-—aIE a0 Bj_K(E) —» 0
J ~ ~
T s
0 y IEj > ZJ,(E) oy Zj(E) EIY IEj_1 nBj 1(E) — 50
o~ ~ n
0 — 15,0 BJ{E) —_ Bj(E) —_— Bj(‘é) — 5 0
~
]‘ d N

0 0 0 0

est un diagramme commutatif dans lequel les lignes et les colomnes sont exactes.

Le morphisme §. est défini par 5 ( z : gi 0Ty ... T )
J R R Preeesls ™ 3
J
(. Z ay i T4 ... T3 ), les autres morphismes sont définis de
114...<13 Ty 1 3

manidre évidente.

Démonstration -~ Bvident

Le cas oi () = I est le socle d'un anneau de Gorenstein de profondeur

mulle (we m2> .

= § = b
On a vu dans ce cas 3&1 ,...,anam avec aitj Si,jm ( 1,3 le symbole
de kronecker). IEk"Bk(E) gi k<n ; en effet, si i,<i, eee il existe
J A A ennsdF i o« R{a Ty L. Ty ) =0T, ... T. .
1 K B i i, i

On trouve alors les suites exactes
. ~
ken: O T8 5 2(B) 2 (8) 578 ; —»0
o
0 —H(E) 58 (E) —»IE _, —»0

. 2, .
k=n O——yIEn—l§9—) Hn(E) N Hn(E) _isoq B 4 —0
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Proposition 5 - Soient (R,m,k) un anncau local moethérien de Gorenstein, de pro-
fondeur nulie, T = (@) son socle et (ty,...,t) Wm et E le com-
almmxﬁmu&m;um t, . On suppose que «em el on pose
E=R<T1,...,Tn; . ='§i> . Alors, si i»1 , j»1 et i+j<n , le morphisme

~N B
caponique H, J(E) — +.(E) (resp. Zi+j(E)_;Zi+j(E)) induit un isomor-
~
phisme entrg H (B) H (E) et Hl(E) HJ(%') (resp. une surjection entre Zi(E) Zj(E)
et Zl(E) A (E)) Op a de plus pour im! , j=1 et iti =
O,
Zi(E) ZJ_(E} = Hi(E) HJ.(E) =

Démansiration - Scient MNeE€7Z, (E) ot Ne&z (B) deux cycles ;3 compte tenu de
1lexactitude de la suite (E)_.-, z (E) —» T8, _, —»0 il existe M &7, (g) ,
M26 JE (7 é&tant 1'igéal engendre par a, ,...,an . Voir le lemme 3) ‘tel que

M—M1 +M2 (o ¥

écrire N sous la forme 31’1 + N, o N & ZJ,(E) et N26 JEj . Comme
~N ot . . PRPENp
M2N2 M‘I N2 N1 M2 = , ona MV = 1‘1111\11 , ce qui prouve la surjectivité de

Zi(E) Zj(E) _;Zi(ﬁ) Z. ('E) On démontre de mBme que (E‘) H, (E)——) H (%) H (N)

est un isomorphisme. Si il , j»1 ,i+j=n, H6Z, (E) , NGZJ(E) , on ecrlt

1 est l'image de E‘-'% par Zi(E} _—)Zi(é)). On peut de méme

comme dans la premiére partie, M = ‘/11 + M2 s B = N1 + N2 avec M,! eZi(E)
o o~ o~ o2
€ € . = €
N, ZJ(E) ,» M€ 8, e JEj On a alors, M¥ =¥ N, et comme M N€IE ,

ME =0
ceq.f.d.

Nous rappelons ici bridvement la définition des opérateurs de Massey. Ces
opérateurs, notés par ¥ , sont définis pour certain p-uplet d'éléments homogdnes
de H(E) d'une algdbre différentielle gradude E (B sera ici le complexe de

Koszul associé & un s.g.m de m ou de W ).

Soient (D1 seeeyD ) un p-uplet de cycles homogénes de B et r. = deg D.
r.+ J
On pose y(Di) D, i, ‘{(D D, ) = (1) i D, Dj Yi<i . X(Di,Dj) est un
cycle, si clest un bord, on des:.gne par y(Di,D.} un élément homogdne de E dont
1timage par 1lfopérateur de bord de E est ¥ <Di’Dj)’ Supposons gue pour tout

entier k<p et pour toute suite d'entiers i1 yeeasl vérifiant 1€ i1< ves® iksp

k
Y(Di1 yeese ,Dik) et X(Di1 yeen ,Dik) sont définis et vérifient :

i) X(Di yevesDy ) est un vord homogéne de degré Ty teedry o+ kw2
1 k 1 k

352



] G

ii) y(Di ,...,Dj_k) est un élément homogene de E de degré Ty et
1 1
Ty Feeltr; 4 k=1 qui reldve X(Di peeesDy Yes
1 k 1 k

T, +t.o.tr.
ki i I‘l +s

1 8
iii) X(Di1,...,Dik) - Zﬂ‘ (1) y(pi1 ,...,Dis) y(DiS+1""’Dik)'
On pose alors :
p-1 r, tae .+ri+i
¥(0,...,D ) = ]_2_‘1 (1) y(DyyeeesD;) 3Dy gyenesD))

X(D1 ,...,Dp) est un cycle.

Scient maintenant ¥, ,..., ¥ des &léments homogdnes de H(E), Dj un cycle
homogéne de E qui reldve } ., Si X(D1 yeessD ) est défini, on posera alers
¥¢ Zl yeres ?p) = classe dans H(E) de Zf(D1 yeres Dp).

81 E est le complexe de Koszul assgocié 4 un s.g.m de m , si y(D,l ,...,Dp)
est défini pour des cycles homogénes D1 ""’Dp alors, y(D,I ,...,Dp)e mE
(voir (8), Prop. 6).

Proposition 6 - Soient (R,m,k) un anneau local de Corenstein de profondeur
nulle, I = () son gocle et t‘l”"’tn un s.2.m de m . On suppose due w6m2
et on désigne par E le complexe de Koszul associé aux ti . Alors, pour oguve

% = R/I soit un anneau de Golod, il faut et il suffit gue :

a) Hi(E) HJ_(E) =0 Vipt, Viz1 , i+js2n/3 ;
b) Si p est un entier supérieur b 3 et }1 yeees 5 sont des éléments

= D
nomogdnes de H(E) de desrds respectifs Tyyeeest oL 7,20 e

i
r1+...+rp + p=2<n , alors, XG?,..., fp) =0 .

~ ~r ~
Démonstration - Désignons par E=E & R le complexe de Koszul associé aux ti .

Dire que R est un anneau de Golod revient & dire que les opérateurs de Massey

d'ordre » 2 sont triviaux sur H('ﬁ}’)
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Montrons que les conditions a) et b) sont suffisantes. I1 suffit de montrer
e
que pour p cycles homogénes Q1 ,...,Qp dans E , y(Q1 ,...,Qp) est toujours

défini. Wous procéderons par récurrence ; l1'hypothése de récurrence étant :

i) Si r, = deg Qi et r, Fa et rp + pm=2 »n alors, y(Q1 ,...,Qp) =0 ;
~ ~
311} Si ¥, +e..t T+ p-2<n et Q =M + N oh M€z, (B) et N €JE
1 D i i i i Ty i T,
rd z . re - 4 ~
{J est 1'idésl désigné dans le lemme 3 et Mi 1'image de M; dans E par le

~ Nt e,
morphisme canonique E —$ E) alors, y(Q1 ,...,Qp) = y(M1 ,...,MP) .

Le cas de 7p=2 :
nd "J z . 0y
Montrons d'abord gue Hz_(E) H;;(E) =0 Vis1 , Vj>1 . Clest évident si
i+j»n ; si i+j =n , cecli résulte de la proposition 5. De mdme, si itjs2on/3 ,
. . o~ ~ ~ o~
1'isomorphisme Hl(E) HJ(E) —_— HL(E) HJ(E) montre que Hl(E} HJ(E) =0 .

2n
3
s+jé2n/3 ;5 ce qui donne HS(E) Hl(E) =0 ou Hs(E) H(E) =0 . On a donc

HS(E) Hi(E) H.(E) = 0 . Or, la multiplication HS(E) P Hn_S(E)__,Hn(E) est non
dégénérée ; donc Hl(E) HJ(E) =0 et finalement Hi(ﬁ) HJ(’E) =0 (d'aprés la

Supposons donc que <it+j<en . Si 8 = n=i=j , 8>0 et on az s+isg 2n/3  ou

prop. 5).

o
Donc, si Q1 et Q2 sont deux cycles homogénes de E de degrés respectifs

j + r2>n et

y T, en (prop. 5) ; 1'hypothdse

r,+1
T, et T Q1 Q2 = (=1) L )’(Q,I ,Q2) est un bord qui est nul si r
provient d'un élément de Z, (£) Zyp () =i v
1 2

de récurrcnce est donc vérifiée pour p=2 .

Supposons maintenant que 1l'hypothse de récurrence est vérifide pour tout
qg<p et vérifions le pour p . Soient Q1 "”’Qp des cycles homogénes de E de
degrés e ,...,rp avec ri>O et e +.4.+ r + p=2%n . Chaque Qi peut se
mettre sous la forme 'I\"I' + N ok M€z, (E) et N € z .

i i i 7T i I’i
o2 T, Aaaatrid
i

T, +1
X(Q,"---yQp) = (-1> ! Q)‘ Y(Qz,.-‘,QD) -+ 2 (“‘1) L

y(Q )-'-9Q~>
i=2 ! i

cee ol
+rp_1 +p

T, +
1 .
y(Qi+1 ,...,QP) + (~1) y(Q1 ’”"Qp-1>Qp . En tenant compte du fait

que Nie JE , que Imysg mg et finalement que y(Qi seees Qy Y = Y(Mi,g""’Mi )
1 k

’\/\
pour k<p {(hypothdse de récurrence), on voit que mp) =“(M1 ""’Mp>°

Si Ty heaot rp + p=2 = deg X(C% ,...,Qp)< n , on peut relever par hypothése
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X(MV...,M } par y(Mq,...,M } et poser par conséquent

Y(Q1,---,Q> };{.T\) Si 1, te.lt rp+p—-2:n, K(Mq,...,Mp) étant uwn

1
cycle de En , appartient & IEn donc ‘((QQ ,...,Qp) = 0 ; on peut poser alors

F(Q1,Q2,...,Qp) =0, 81 1, deeet rp + pe2mn , X(Q1,...,Qp) =0 , on pose

1
elors y(Q,e-00) = 0 .

Montrons maintenant que a) et b) sont nécessaires. a) résulte du fait que
pour izl , j2l , it+tj<n, Hl(E) HJ(E) = Hl(’f}’) HJ('E\}’) =0 (d'aprds la proposi-
tion 5).

Soient D1 ,...,Dp » P cycles homogénes dans E de degrés respectifs
r1,...,rp ol 'r' >0 et 1:'1 Fuuat rp+p—2<n ; montrons que y(D ,...,D) est
défini. p=2 est évident. Supposons que p¥2 et que Yk<n , V11 <is<... <:|_k‘p,
X(Di ,...,Di ) est défini. La démonstration que nous avons donné plus haut montre
qu'on peut choisir les y('f)'i P, ’IB’i ) dans ’]\5]’ de manidre que

~ ~ \__/_...\ A \_/\
;y(Dj_1 ,...,Dik) = y(Di1,...,D1-_k). Par conséquent, \((DW yeees p) ‘((D1 ,...,Dp).

~ ~ -
Or, X(D1’."’DP) est un bord dans E ; donc, “((D’,...,Dp) est wn bord dans E .

Proposition 7 -~ Soit (R,m,k) un annesu local de Gorensiein vérifiant les condi-

tions de la proposition 6. Alors,

b {1+ )"

R 1 - 0122 - cgz5 .o o= C Zn + Zm—2

oh o, = dim Hj(E) et 0= dim n/o® (n>1).

£

+
o
=1

Démonstration - Les relations Peﬁ = PR + ZzPRP?{ et Pr§ =

n
Pl
montrent gue 1 - 2 c,ZJ+
o J
J_
_ O+ "
- ~ o j ~ =1 1 2
Boy. 3—1123 o (& - oIy d+ (B, - e )a "y B
FEL g ww gLl

Les suites exactes de la proposition 4 appliquée au cas d'un anneau de Gorenstein

iy
de profondeur nulle montrent que : - Cfl = C Vj =1,c0.,n=1 et 'é'n =n ;

J
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ce qui démontre la proposition.

Remarque -~ Les conditions de la proposition 7 sont automatiquement vérifiées pour
un anneau local de Gorenstein de profondeur nulle, non intersection compléte et
vérifiant dimk m/m2 =3 , En effet, on sait dans ce cas que H1{E)2 =0

(voir (10)) ; on retrouve alors le résultat de WIEBE dans (10).

Pour le cas de n = dimk m/m2 =4 , les conditions de la proposition 7 sont

vérifiées quand on a H1(E)2 =0 ,31 r= dimk H1(E), on a alers @

P.o=

G+ )t
R 4 6

1 w7 - .2(r.-1)z3 AR/

Fxemple d'un anneau local de Gorenstein de profondeur nulle, vérifiant les

conditions de la proposition 7.

Soient k un corps et f{a, .) L. {n»t) une famille d'éléments k
i,j71sisjsn

vérifiant s

i) ;:11,3 =13
L s Si - D s . . 9.
11) i aj,i ai,j VJ >i , alors, det D # 0 ou D est la matrice (ai,a)
Posons S = k{X ,...,x 1, G = (x X )3 + (XX, = & XZ) et

17 T 177" it3 i,i17i€3

et R=5/G . 51 tj = classe de X, dans R et m = 1'idéal engendré par les tj’
il est facile de voir que (R,m,%) est un snneau local noethérien vérifiant
m3 =0 . La condition i) montre que tf # 0 et la condition ii) entratne 1'égalité

2 R ~ 2
Ann om o= (t1). Donc, R est un anneau de Gorenstein. R = R/(t1) est 1l'anneau

x - )2 qui est un ammeau de Golod (voir (4), théordime 4.3.6).
IERRTY &

. . 2
Nous avons appris récemment que la relation Pg = PR + Z PRPﬁ entre la
série de Betti dfun anneau local de Gorenstein de profondeur nulle et celle de
1tanneau quotient R/Socle R a &té établie par G. LEVIN, dans une récente publicam

tion (Matematiken institutionen Stockholm universitet {1976 = n® 15), Théorime 2.9).

L'auteur établit notamment nos lemmes 3 et 4 et démontre ensuite que le

~
morphisme R -3y R est un morphisme de Golod.
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INTERSECTIONS D'ANNEAUX INTEGRES (II)

par

Julien QUERRE

Soit A et A% respectivement la cl8ture intégrale et la quasi-
-~ e s . 1
cldture d'un anneau int&gre A dans X son corps des fractions, X( ) (A) 1'en-

W —a@yp [ pex® @n.

semble des id&aux premiers de A de hauteur 1 et A

Krull EB] puls Heinzer [4] ont posé le probléme suivant
(1)

Si A est un anneau noethérien de dimension 2, alors A est-il

noethiérien ?
Ferrand et Raynaud P} {Corollaire 1-4 — p. 298) ont répondu affirmati-
vement si A est local et A D entier sur A et Heinzer [41 a donné la méme
réponse positive si A est local.

Dans cette note, nous nous proposons de répondre affirmativement, sans
les restrictions ci-dessus, au probléme posé.

Soit, d'autre part, & un iddal entier de A, alors A@W) = ni;}O (A )
est un anneau appelé transformé de Nagata de 1'idéal ]:10] . Nagata et Rees
]:9:] [:12] ont donné un exemple d'un anneau local noethérien intégre de dimension 3
dont un transformé de Nagata n'est pas un anneau noethérien. Dans cette note, nous
montrerons que tout transformé de Nagata d'un anneau noethérien est Zl-noethérien

et que sa quasi~cl8ture est un anneau de Krull.
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I - PRELIMINAIRES. -

a) Tout anneau B tel que A C B CK est appelé surordre de A .

On dira qu'une famille {Ai} iel de surordres de A est une représenta—
tion finie de A si :
= M
1) A T Ai
2y Tout x € A est inversible dans Ai’ sauf pour un nombre fini
de A,.
i
En particulier, si {Ai} el est une représentation finie de A ,
* _ * -
alors AT = ? Ai [éj {lemme 2-2).

b) Un id8al premier P est dit associé 3 1'idéal & s'il existe

b e (A :&¢) tel que p idéal premier minimal de ab—lﬂ A. On notera PA

1l'ensemble des idéaux premiers de A associés aux idéaux principaux et alors :
A= (Aplper,).
Si A est noethérien et MA 1l'ensemble des &iéments maximaux de PA s
alors la famille {A'° ‘peMA} est une représentation finie de A [7]

(p. 90 - théoréme 123).

c) Soit I wune famille multiplicative d'id&aux entiers de A . L'ensemble

AE = {xe&K ] x4 < A pour &€ I}

est un surordre de A appelé anneau généralisé de fractions de A par I ]:1:[ .

Donnons quelques exemples :

. _ n _ P
1) si L= &) as0° alors AZ A @) transformé de
Nagata de @ .
2) Soit X = {pa} une famille d'id&aux premiers de A et
T = {& |o,¢Pa pour tout pue X} alors

"

Al f\(AP | p, € 0.

- 3 . P
3y Si B est un surordre A-plat, c'est un anneau généralisé de

fractions car B = /\(Ap | p€ X) avec X =1{p | PB#B}.
Si & est un idéal fractionnaire de A , alors

Q’z = {x &K ﬂ b c o pour B € 1} est un idéal
de AE .

Si X{A) est le spectre de l'anneau A , posons

P= {pexa)| Wip pour tout & € I}

P'= {p' €X(B) | B i. p' pour tout & € I}
L'application p 3 P €St ume bijection de P sur P’

et A '0 = BP): [1]
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d) Un idéal & d'un anneau intégre A sera dit quasi-fini s'il existe &'
de type fini tel que &' < & et d,-l = (a‘)_l. Si D(A) est le monoide
des idéaux divisoriels, on a les propriétés équivalentes

1) D(A) vérifie la condition de chalne ascendante,
2) Tout idéal est quasi-fini.

Si A vérifie 1'une de ces propriétés, il sera appelé anneau de Mori

ng o .

On notera que dans un anneau de Mori = X(A) MD(A) et que

P
& & p 13 PA implique & = A et réciproquement. D'autre part

S8i la famille iAi} ier d'anneaux de Mori est une représentation
finie de 1'anneau A , alors A est un anneau de Mori DS] .

Tout anneau généralisé de fractions AE d'un anneau de Mori
(resp. Krull) A par une famille multiplicative I est un anneau de Mori

(resp. Krull).

e} Si M est un A-module, on notera E{M) son enveloppe injective.

Un A-module L injectif sera dit I - injectif EZ] s'il est de la forme

L= eUY 5
Y &tant une famille d'id&aux premiers tels que A  soit un anneau noethérien.
Soit 0 —» A —E, ... -——-)En — —%... une résolution injective minimale
de l'anneau A. Si k est le plus grand entier tel que les A-modules injectifs
Ei (i de 0 3 k) sont I =~ injectifs, on dira que A est zk'-noethérien.

Les conditions suivantes caractérisent un anneau intégre A
bl noethérien :
1 {ay |pe Y ©X(A)} est une représentation finie de A
2) Pour tout e Y, A est un anneau noethérien.

En particulier, un anneau Iy - noethérien est de Mori.

£) Un idal égal 3 son radical est dit semi-premier. En particulier, si les
idéaux semi-premiers satisfont & la condition de chalne ascendante, on dit que
le spectre de 1'anneau est noethérien, Dans un tel anneau :

Tout i1déal n'admet qu'un nowbre fini d'idéaux premiers minimaux.

g) On notera Je 1'8quivalence d'Artin dans l'ensemble I(A) des idéaux

fractionnaires

CFR (v{)) — (&' = bhH.
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1

II - ETUDE DE L'ANNEAU B = A POUR A ANNEAU NOETHERIEN DE DIMENSION 2., =

M

L'anneau B = A est un anneau généralisé de fractions de la partie
multiplicative
T o= {widéaldeA|a,$p )
pour tout P & X(l) (A) } .

En particulier, B est un anneau de Mori.

Lemme 1 Eé] - p. 117
Si A est un anneau noethérien de dimension 2, alors B = AU) a un

spectre noethérien.

Lemme 2 [143
Soit A un anneau noethérien de dimension < 2, alors tout anneau de

Krull contenant A et dont le corps des fractions est une extension

finie de celui de A est un anneau noethérien de dimemsion < 2.

Théoréme 1

Si A est un anneau noethérien de dimension 2, alors B = A(l) est un

anneau Zl - noethérien de dimension < 2 et sa clSture intégrale est

un anneay noethérien.

Suivant IC s l'application p —>p}: = p' est une bijection de P
sur P' avec Ap = Bp' . 0On a X(l) (A) P, donc pour P ¢ X(l) 4y, i1
existe p' ¢ P' tel que AP = Bp' ce qui implique p'e¢ X(l) (B) et

X(l) (B) ¢ P'. Mais si wm¢' est un idéal maximal de hauteur 2 de B , alors

(m.-'_l)_l =~ (e B”, I ¥ e X(l) (A)) = B. Ainsi les seuls id@aux premiers
divisoriels sont les id&aux de X D (B) donc X(l) (B) = PB et B = B(l) avec
B= N (B'. ‘ p' € X(l) (B)). Suivant le lemme 1, B a un spectre noethérien,

en particulier x &€ 3B n'appartient qu'3 un nombre fini d'idéaux premiers minimaux
sur X B ([:7] - p. 59). Donc {Bp' { p' € X(l) (B)} est une représentation finie
de B et B est un anneau £y - noethérien.

suivant I, 1 B¥= (@)% | p'exP ®) - NGB,
en notant que 89‘ est un anneau local noethérien de dimension 1, Suivant [6] R

(lemme 2-1), en posant P = {i& 3 X(l) a) | §f\ Ae X(l) (2}

<1 )

B- Ay | e D @) = A (ZF e
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B¥ est donc un anneau généralisé de fractions de A , qui est un

anneau de Krull donc B * est aussi un anneau de Krull. Suivant le lemme 2, B¥

est un anneau noethérien avec dim B¥ < 2. Evidemment, B¥= B donc dim B < 2.

Lemme 3
Avec les hypothéses du théoréme,si P' € X{D (B), alors B/p' est un
anneau noethérien.
A/)O est canoniquement immergé dans B/p‘ . D'autre part,
B e Bp‘ = AP implique que B/P' est contenu dans le corps des fractions de
A/P . Puisque A/P est un anneau intégre noethérien de dimension < 1, d'aprés

le théoréme d'Akizuki-Krull, B/p, est noethérien.

Lemme 4 [71
Soit (a,b) deux €l&ments d'un anneau int&gre A, L'idéal

(aX + b) A @1 de 1'anneau A E{l est premier si et seulement si

(a,b) est une A-suite.

Si fe A [X] , on note ©(£) 1'idéal de A ‘engendrd par les coef-
ficients de £,
p= {fean [X] | ¢(f) =4}
est une partie multiplicative de A E(:[ . On notera : A(X) = Z_l (A ]}(])
Cet anneau, introduit par Nagata [91 , p. 18 , possé&de, en autres, les propriétés

guivantes

1) A(X) est A-fiddlement plat. En particulier, si <v est un idéal
de A tel que&A(X) de type fini, alors & est de type fini.

2) Si A est noethérien, alors A(X) est noethérien et dim A =
dim A (X).

3) Les idéaux {meA(X) l e 1déal maximal de A} sont les seuls

idéaux maximaux de A (X).
Lemme 5 [7] (p. 54, ex. 13)

Soit &, 6, 6 trois idéaux distincts d'un anneau A tel que

ab ¢t canb. Si Alg et A/p sont noethériens, b et ¢
de type fini, alors & est de type fini.
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Lemme 6

Si @ est un idéal d'un anneau de Mori, 3 spectre noethérien, A ,

les propriétés suivantes sont &quivalentes

1

D& " =A; 2G> 2.
1):%2)
Soit & un idéal tel que a:l = A done &g pe P

5
Ona A= N (A|° {pePA) s a ey n'appartient qu'a

un nombre fini
d'id8aux premiers R LU pk de PA . Naturellement,
bl p, car & P, G de 1 a2 k) [5] (ex. 5., p. 54).
Choisissons b € & - igl Pi , donc a et b n'appartiennent &
aucun idéal commun de PA En particulier, a AP + b A]O = AP pour
tout R € P, dome

aA+DbATA P ce qui implique Gr(ﬁe) > 2.

2 Y. 1)
Montrons que si {a,b) est une A-suite, alors d -aa+ab=aA (;{)
Soit xe% = A f\a_lA avec o =ba_1 , alors bx e A a et

81 j est l'épimorphisme canonique A—)A/A acOn e j(b) j(x) = 0.
Par hypothése, j(b) n'est pas diviseur de zéro donc J(x) = 0,

c'est & dire x €A a d'ol ¥, ¢ Aa. En particulier,
qu:AaEAa=A.Maisonaaussi Ag_A:é=°/d:aA.
Finalement, A :d = A et (Va = a A. D'od Gr @ > 2 implique

471 = A. Notons en particulier que A a + Ab =4 (,{) est équivalent

2 Aab = A a YA b puls équivalent & (a,b) A-suite.

Théoréme 2

Soit A un anneau noethérien de dimension 2, et B un anpeau de Mori,

surordre de A.

Si les propri&tés suivantes sont vérifides

5y,

(B) avec P = p'Nn A et q' = (pB TRINE,

a) B/p, est noethérien pour tout p' € X

b) Pour tout g eX(l)

on a q'_l = B,

¢) Pour tout idéal maximal we' de hauteur 2, Gr (w) > 2,

alors B est un anneau noethérien.
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Soit ww' wun idéal maximal de B de hauteur 2. Puisque Grim') > 2,
w¢' contient une B-suite (a',b'). Suivant le lemme 4, 1'id8al w engendré
par le polyndme a'X + b' est premier dans B(X). Puisque
B [X_] /(a'X +b')B [X] B [—b' /a:l , 1'anneau B(X)/wg, admet K pour
corps des quotients ; ® A A(X) est un idéal premier nécessairement de hauteur 1.
car ® A A = (0). En particulier, A est plongé canoniquement dans

A(x)/& A A

A @étant noethérien, A(X) est noethérien et de dimension 2, donc A(X)’{QAA(X)

est noethérien et de dimension 1. Il admet d'aprés ce qui précede K pour corps

, mais ce dernier anneau est aussi plongé dans B(X)/sw, H

des quotients, domc, par le théoréme d'Akizuki - Krull B(X)/s, est un anneau
noethérien. Puisque ¥ est un idéal de type fini contenu dans wg'B(X), ce der-
nier est un idéal de type fini. Il en est donc de méme de we'.

Seit p'e X(U (B) et P = R'N A, Par hypothése, Q' = (pB: p') N3
vérifie (q')_l = B. Puisque B est un anneau de Mori, il existe ¢' un

idéal de type fini tel que ¢' & ! B (W avec ¢' '. En particulier,
cq

i

¢’ $ ' e X (B) donc B/c, est noethérien, d'aprés le théoréme de

Cohen [?1 {(p. 5, th. 8). Il en résulte que q' est aussi un idéal de type
fini. On a p’ q' < pB cp’ "N q' ; B/P' est noethérien par hypothése,
B/‘)' est aussi noeth@rien par le théoréme de Cohen, q' et pB sont des
idéaux de type fini. Selon le lemme 5, p' est donc un idéal de type fini.

Ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 3

(1

Soit A un anneau noethérien de dimension 2, alors B = A est un

anneau noethérien.

D'aprés la remarque du début du paragraphe, B est un anneau de Mori.

9]

Selon le lemme 3, pour tout p’e X (B), B/p’ est noethérien. Soit,

pour p'e X(l) (B) et R = p'n oA, q' = (PB : ¥ N B.
e (1)
si € X (B), alors 'B = (pB, : 'B.,) n B, donc
e A ey
qg&plex (B) = Pp.
Selon I, , q'_l = B, Si mw' est un idéal maximal de hauteur 2

de B, selon le théoréme 1 et le lemme 6 , Gr (me') > 2, Finalement, suivant

le théoréme 2, l'anneau B est noethérien.
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IIT - TRANSFORME DE NAGATA D'UN ANNEAU NOETHERIEN, -

Théoréme 1

Tout transformé de Nagata d'un anneau noethérien est I noethérien
et sa quasi-clSture est un anneau de Krull.
n
Soit v = i§1 f., A un idéal entier de 1'anneau A, alors
n =
Alwy) = igl Afi [10] (p. 352). Pour simplifier 1'&criture, posons Ai = Af' H
Ai est noethérien, donc suivant Ib : :
= '
A ~ ((Ai)pt lpi eMAi>
i
T od - - « »

et {(Ai)P: “01 € MAi} est une représentation finie de A,.

i

I1 y a bijection entre les idéaux premiers de Af et ceux de A ne
contenant pas fi' Notons Hi 1'image de MA dans cette lbijection, alors :
1 = ' ' i =
si Pi ”i N A ou pie MAi donc |°i €H, , (Ai)pi Api

Posong

il n
= .. = N m =N

H igl B, . Alors A@) = 0O ( i, A%l) T Ap
{AQO | pe H} est une représentation finie de A@).

Notons 3 = { an| al ol pour tout P e H}

Alors A = AE = B, Suivant Ic 1l'application § v———‘—-ﬁpz est une
bijection de P sur P', Si H' est l'image de H dans cette bijection

= B :
Ap P): pour tout e H done

A(Q) = B (B [p.en.
L$» z

Ainsi, A (&) est un anneau )31 - noethérien.
Pour le dernier résultat, Xf = A; est un anneau de Krull.
Mais {Af { i de 1 a n}l est © une représentation finie de A(®&), donc,

i
selon I 7,

a

* F’ * o -
@@ =T A T A

Ainsi, (A@.) )* intersection finie d'anneaux de Krull est un anneau de Krull.
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