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iber die Rolle von Zirkel und Lineal in der griechischen
Mathematik. *)

Von Arthur Donald Steele (Heythrop, England).
(Eingegangen 30, 10. 1935).
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288 Arthur Donald Steele

8. Da die neue Bearbeitung der Teubner-Ausgabe des Plutarch noch unvollstindig
ist, geben wir die ublichen Randzahlen an. Die Nummer des Bandes, in welchem die
. betreffende Schrift bei Sintenis oder Bernardakis zu suchen ist, erd in Klammern und
" mit kleinen romischen Ziffern jeweils belgefuvt

Einleitung.

Die neuere Mathematik hat die Aufgaben der Verdoppelung des
Wiirfels, der Dreiteilung des Winkels und der Kreisquadratur von den
Griechen iibernommen. Sie erteilt diesen Aufgaben einen festumrissenen
Sinn, indem sie genau die Hilfsmittel angibt, die bei der Lisung an-
gewendet werden . diirfen. . Erst diese Umschreibung der Hilfsmittel
schafft die notwendige Grundlage um behaupten und beweisen zu
kiénnen, ‘daf die drei genannten Aufgaben mit gewissen Werkzeugen,
etwa mit Zirkel und Lineal, nicht ausfiihrbar sind.

Die vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe zu untersuchen,
inwiefern solche Beschrinkungen der Hilfsmittel von den Griechen
selbst empfunden oder ausgesprochen worden sind. Der Umstand, da8
Euklid .in seinen Elementen tatsdchlich nur Zirkel und Llneal ver-
wendet, hat fiir die Mathematikhistoriker der letzten Jahrzehnte die
Grundlage fiir die Meinung abgegeben, die Griechen hitten . die ge-
nannten Aufgaben im Sinne der Beschrinkung auf Zirkel und Lineal
verstanden. Viele von ihnen haben iiberdies die Ansicht vertreten,
dafl ein besonderes Verbot Platons den Anlaf dazu gegeben habe.

Der erste Teil dieser Arbeit durchmustert. die AuBerungen der
Mathematikhistoriker fiber die genannte Frage und kommt zu dem Er-
gebnis (§ 1), daB ihre Ansichten auflerordentlich schwanken, daf aber
die Quellen; auf welche diese Ansichten gestiitzt werden, immer und
immer wieder die gleichen sind, ndmlich diejenigen drei Stellen, die
Hankel zuerst herbeigezogen ‘hatte. Eine genauere Auslegung dieser
drei Stellen ergibt dann (§§ 2—4) daB sie fiir die Frage der Verwendung

von Zirkel und Lineal bei den geometrischen Konstruktlonen der

Griechen keine ernsthafte Stiitze enthalten.

Der zweite Teil bringt die planméBige Untersuchung einer Reihe
von anderen Quellen, die auf das Verhalten der Mathematiker vor
Platon und derjenigen, die unter Platons Einflul standen, insbesondere
auf das Verhalten Platons selbst ein helleres Licht werfen. Voll-
standlger als im ersten Teile stellt es sich dann heraus, daf weder
ein solches Verbot Platons noch 1rgendwelche Wn'kungen emes solchen
nachweisbar sind. ~

Hinter diesem Glauben der Mathematlkhlstomker an ein Verbot
Platons® steht — ohne da es irgendwo ausgesprochen Worden ist —
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Uber die Rolle von Zirkel und Lineal in der griechischen Mathematik 289

die Vorstellung, daf es Platon nicht so sehr um Zirkel und Lineal zu
tun gewesen ist, als vielmehr darum, da bei jeder geometrischen
Theorie die orotyeio derselben und bei jeder Konstruktionsaufgabe die
ihrer ¢bow gemifien Hilfsmittel genau und bewuBt herausgearbeitet
werden miissen, im Sinne der Richtlinien fiir die mathematischen
Wissenschaften am Ende des sechsten Buches vom Staat. Moglich,
daf die weitere Erforschung der mathematischen Denkweise Platons
einmal fiber diese Frage eine Entscheidung bringen wird oder wenig-
stens einen AufschluBl dariiber, in welchem genaueren Sinne Platon
seine Zeitgenossen und Nachfolger beeinfluBt hat. Bei dem heuntigen
Stande dieser Wissenschaft bleibt nichts iibrig, als im dritten Teil
der vorliegenden Arbeit festzustellen, in welchem Sinne die nacheukli-
dischen Mathematiker sich in einigen ihrer Arbeiten auf den Gebrauch
von Zirkel und Lineal beschrinkt haben (§9), inwieweit sie Fragen
der Unméglichkeit einer Losung mit Zirkel und Lineal oder iiberhaupt
mit vorgegebenen Hilfsmitteln erdrtert haben (§ 10), und ob wir bei
den Griechen eine entfernte Vorbereitung auf die heutige algebraische
(§ 11) und gruppentheoretische (§ 12) Auffassung dieser Lehren beob-
achten konnen. )

In der ,Zusammenfassung® am Schluf der Arbeit findet man deren
Ergebnisse riickschauend ausgesprochen.

Teil I: Die bisher verwendeten Zeugnisse iiber die Rolle von
Zirkel und Lineal bei den Griechen.

§ 1L
Die Ansichten der neueren Mathematikhistoriker.

Die i#lteren mathematischen Geschichtsschreiber haben iiber die
Fragen, denen die vorliegende Arbeit gewidmet ist, keine besonderen
Untersuchungen angestellt. Von einer Beschrinkung der zeichnerischen
Mittel auf Zirkel und Lineal, welche fiir die gesamte Geometrie ge-
golten hidtte, oder auf Platons Gieheiff entstanden wire, ist auch in
ihren gelegentlichen AuBerungen nicht die Rede. Noch im Jahre 1873
erklirte Guldberg: ,Die Werkzeuge, die in der elementaren Geometrie
angewendet und nach altem Herkommen allein zur Benutzung zuge-
lassen werden, sind das Lineal und der Zirkel“!). Hier ist eine Be-
schrinkung auf Zirkel und Lineal ausgesprochen, aber lediglich fiir
den Bereich der elementaren Geometrie. Im niichsten Jahre 1874 er-
scheint Hankels Geschichte der Mathematik (59), die auch in unserer

1) ,De Instrumenter, som anvendes i den elementere Geometri-og efter gammel
Vedtegt alene tillades at benyttes, ere Linealen og Passeren* (59, 15).
20%



290 Arthur Donald Steele

Frage fiir die folgende Zeit bestimmend wird. Hankel schildert die
Mondchen des Hippokrates, aber ohne bei diesem AnlaB unsere Frage
anzuschneiden (p. 127). In einem anderen Zusammenhang sagt er dann
etwas spiter: ,Wir verdanken daher Plato die fiir die Geometrie so

wichtige Beschridnkung der geometrischen Instrumente auf jene zwei |

elementaren. Die anderen, von ihren Erfindern oft mit Pomp ange-
kiindigten Instrumente sind heute vergessen, da ihnen jede hohere
wissenschaftliche Bedeutung abging® (p. 156). Hankel stiitzt sich mit
dieser Behauptung auf zwei Stellen bei Plutarch und auf eine Auflerung

in Platons Staat, die wir in §§ 2—4 der Reihe nach mitteilen und

untersuchen. Seine Behauptung wurde in der Folgezeit oft wiederholt,
aber entweder ohne jeden Beleg, oder mit denselben Belegen, die Hankel
selbst herangezogen hatte. Die Schriftsteller, welche diese Ansicht
immer wieder zum Ausdruck brachten, zeigten nicht immer die Zuriick-
baltung, mit welcher Hankel nur von anderen Gerdten, nicht von
anderen Kurven sprach, und auch nicht immer mit Hankels Einsicht
in den Einfluf einer solchen Beschrinkung auf die Bildung und Ent-
wicklung von besonderen geometrischen Theorien. Wenn aber Hankels
einzigartige Verbindung von mathematischer Schulung und geschicht-
lichem Tiefblick allen seinen Ansichten ein besonderes Gewicht ver-
leiht, so ist andererseits zu beachten, daB seine Greschichte der Mathe-
matik ein unvollendetes und uniiberpriiftes Werk geblieben ist, das
erst nach des Verfassers frithem Tod herausgegeben wurde. Die
Schilderung der griechischen Geometrie bricht gerade mit den Worten
ab, die wir soeben anfiihrten. Die ungenaue Wiedergabe der Be-
hauptungen Clausens iiber die Mondchen (59, 127 iiber 94, 375—376)
zeigt in einem verwandten Zusammenhang, dafl die verbessernde Hand
des Verfassers an dieser Stelle fehlte?). Darum ist es mit der Hoch-
achtung vereinbar, die Hankel unbedingt gebiihrt, dafl diese drei Be-
legstellen noch einmal auf ihren Inhalt gepriift werden sollen.
Hankels Behauptung wurde in der Folgezeit oft wiederholt. Schon
1884 von Gow: ,It may therefore be said that we owe to Plato the
strict limitation of geometrical instruments to the ruler and compasses®
(64, 181) und von Heiberg: ,Der Sinn von Platons Tadel kann doch
nur sein, daf Eudoxus, Archytas und Menaechmus zur Verdoppelung
des Wiirfels Kurven angewandt hatten, die nicht mit Zirkel und Richt-
scheit konstruiert werden konnten* (63, 474) und 1886, wenn auch
bereits etwas weniger scharf, von Zeuthen: ,Daf die unbedingte Be-
vorzugung des Gebrauchs von Zirkel und Lineal, die wir jedenfalls
bei Euklid finden, nicht uralt ist, sondern etwa erst von der Zeit
Platos herriihrt* (86, 271); diese Bemerkung hatte in der dinischen

?) Diese Unstimmigkeit wurde kiirzlich auch von Wiéleitner und Hofmann hervor-
gehoben (82, 33, Anm. 58).
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Ausgabe der ,Kegelschnitte im Altertum® gefehlt (85, 176). Dann

wieder 1888 von Ball: ,Thus, the objection that he expressed to the
use of any instruments other than a ruler and a pair of compasses in
the construction of curves was at once accepted as a canon which must
be observed in all such problems* (45, 40). Rudio schrieb 1892 nicht
so eindeutig von der Person Platons: ,Immerhin darf darauf aufmerk-
sam gemacht werden, dafl von der Zeit Platons an, die Einsicht sich
bei den Mathematikern zu befestigen begann, daf die Quadratur des
Zirkels eine mit Zirkel und Lineal auszufithrende Aufgabe sei“ (78,
14, Anm. 2). Drei Jahre spiiter hat Giinther die volle Behauptung
mit ganz besonderem Nachdruck wiederholt: ,Wir haben vielmehr
daran festzuhalten, daB auf den strengen Denker, der das pydeic ayew-
pétpnrag stoltw %) zur Devise erkorep hatte, jene rigorose Definition des
Begriffs ,geometrische Lisung sich zuriickfiihrt, welche alle anderen
Hilfsmittel als Zirkel und Lineal unnachsichtlich von der Konstraktion
ausschlieBt“ (57, 484). Witting fand bei Platon keine durchgreifende
Beschrinkung (117, 150) und Loria war noch zariickbaltender: ,La
riduzione a due, riga e compasso, degli istrumenti concessi al geometra
si dovrebbe ritenere dovuta & Platone, se si accetta l'interpretazione
data da H. Hankel® (66, 203, Anm. 1). Cantor vermifit bei Hankel den
biindigen Beweis: ,H. spricht mit apodiktischer GewiBheit, aber durch
kein Zitat unterstiitzt, den Satz aus: Wir verdanken ... Zirkel und
Lineal®, und behauptet seinerseits, ohne nihere Angabe der Quellen:
»Lis ist ferner nicht zu bezweifeln, daB langezeit, ob auf Platons Ein-
fluf hin, wie behauptet worden ist, lassen wir dahingestellt, nur die
Geometrie des Zirkels und Lineals als eigentliche Geometrie betrachtet
worden ist¢ (50, I, 234 und Anm. 1). Tropfke schreibt: ,Plutarch
tiberliefert zwei Stellen, in denen Platon ein Hinausgehen iiber Zirkel
und Lineal tadelt“ (81, IV, 83) und erwihnt als vorkommende Ein-
wendung gegen die Urheberschaft Platons nur das sogenannte plato-
nische Mesolabium. Dijksterhuis bezieht die Tadelstellen bei Plutarch
wiederum auf Platon und auf Zirkel und Lineal (52, 95—96) und
wehrt sich dabei nur gegen den abweichenden Gebrauch, den Heath
(61, I, 288) von der dritten Hankelschen Belegstelle gemacht hat.
Andere Vermutungen iiber die Entstehungszeit einer Beschrinkung
auf Zirkel und Lineal sind seltener aufgestellt worden. Zeuthen zu-
folge trat sie erst nach dem Wirken des Hippias in Kraft: ,Denn

Hippias lebte, bevor der Gebrauch von Zirkel und Lineal zur Pflicht

%) Wilamowitz fragt in seinem Platonbuch (84, I%, 495, Anm. 2), ob denn prielk
drewpérpnrog elolrw iberhaupt noch anderswo als bei Tzetzes stehe (41, Chil, VIIL, -973).
Als Ingchrift diber Platons Akademie wird der Spruch von drei Aristoteleskommen-
tatoren beilaufig genannt: von David (10, 5:12—13 und 57:16—~20) von Elias (12,
118:19 und 119:4), und von Philoponus (25a, 117:27).
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gemacht wurde“*). Auf Grund von Proclus’ Nachrichten fiber Oino-
pides vermutet Heath in diesem Vorplatoniker einen mdglichen Urheber
der Beschrénkung (60, III, 525—526 und 61, I, 175—176). Doch soll
dies nur eine Erklirung sein, warum Oinopides als Entdecker eines
derart einfachen Satzes gepriesen wird, nicht aber das Ergebnis einer
formlichen Auslegung des Wortlautes selbst.

Eine zweite Reihe von Amnsichten tritt fiir eine Art bedingter Be—
schrinkung auf Zirkel und Lineal ein. Bereits 1730 &uflerte sich
Rabuel (112, 96) und 1802 wieder Bossut (46, 33—37) dahin, daB
andere Kurven, wenn sie auch nicht ,geometrisch“ genannt wurden,
dennoch erlaubt waren; man habe gehofft und versucht, mit Zirkel
und Lineal auszukommen, habe jedoch beim Miflingen dieser Versuche
bereitwillig zu hoheren Mitteln gegriffen; die Kegelschnitte seien sogar
zu diesem Zweck, und sogar von Platon selbst eingefiibrt worden. Das
Bestreben, bei gewissen Aufgaben mit jenen Hilfsmitteln auszukommen,
sehen Enriques und Santillana erst im Zeitalter des Apollonius: ,Sol-
tanto nel secolo successivo A. cercherd di ottenerla (d.h., die Losung
gewisser Einschiebungen) per quanto & possibile con I'uso della riga e
del compasso“ (53, 252). Eine regelrechte Verpflichtung dazu nahm
Zeuthen 1894 an: ,Le péché capital (ce qu'il serait aux yeux des
anciens) de résoudre le probléme dit section de raison au moyen des
coniques* (89, 169); Vahlen 1911: ,Man verlangte sogar, daB nur bei
Konstruktionen, deren Liosung mit Zirkel und Lineal nicht gelingt, die
Kegelschnitte, und erst bei deren Unzulidnglichkeit noch hshere Kurven
- zugezogen wiirden“ (115, 96); Zeuthen 1913 noch zweimal: ,Es wire
dann toricht gewesen dort, wo man mit Zirkel und Lineal auskommt,
den Gebrauch von anderen Hilfsmitteln zu verbieten und bei weiter-
gehenden Anfgaben den Gebrauch von Linien zu fordern, die so schwer
zu zeichnen sind wie die Kegelschnitte®?), und: ,L’exigence formelle;
qu'on se serve exclusivement de la droite et du cercle pour exécuter
les constructions pour lesquelles ces courbes suffisent (93, 438). End-
lich neuerdings noch von Heath: ,No doubt Plato’s influence would
help to keep the restriction in force; for other instruments, and the
use of curves of higher order than circles in constructions, were ex-
pressly barred in any case where the ruler and compasses could be
made to serve® (61, I, 288). Heath nennt dabei noch einmal die Nach-
richt iiber Oinopides und verweist den Leser auf den Tadel, den Pappus
(272:1) gegen Apollonius gerichtet hat; die vorhergehende, grundsdtz-

4) ,Thi Hippias levede, for Brug af Lineal og Passer gjordes til Pligt¢ (92, 110).
%), ,Saa vilde det have veeret taabeligt at forbyde Brugen af andre Hjeelpemidler
' end Lineal og Passer, hvor man kan komme frem med disse, og ved vxderegaaende

Opgaver kreeve Brug af Linier, der ere saa vanskelige at tegne som Keglesnittene®
(92, 121).
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lich ausgesprochene ,Regel des Pappus® (lmten § 9) erwidhnt Heath an
dieser Stelle nicht.

Einige Vertreter der reinen Mathematik haben sich zur vorliegenden
Frage geduBlert. So befand sich im NachlaB von Dirichlet der Ent-
wurf zu einem volkstiimlichen Vortrag iiber die Quadratur des Kreises,
mit der vorsichtigen Behauptung: ,Die Alten suchten die Auflésung
aller Aufgaben durch rein geometrische Konstruktionen zu bewiltigen®,
und mit der spéter gegebenen Erklirung, daff damit die Konstruktionen
mit Zirkel und Lineal gemeint seien (96, II, 361—362). Prym glaubt,
daf die konstruktionstheoretische Nebenbedingung klar und scharf ge-
stellt worden ist: ,Es befestigte sich durch das von ihm (d.h., von
Hippokrates) Geleistete bei den Mathematikern die Uberzeugung, daf
die Quadratur des Kreises ausschlieflich mit Hilfe von Zirkel und
Lineal durchfiibrbar sei, und so ging, indem man auf diese Art von
Losung nun das Hauptgewicht legte, aus der frither allgemein ge-
stellten Aufgabe jetzt das Problem der Quadratur des Kreises im
engeren Sinne hervor® (70, 14). Felix Klein nihert sich der Ansicht von
Dirichlet und fiigt den bemerkenswerten Zusatz bei: ,Und eben darin
lag die Berithmtheit derselben (d. h., der drei klassischen Aufgaben),
dafl zu ihrer Bewiiltigung hohere Mittel notig erschienen® (107, 1).

Eine dritte Reihe von Ansichten 14t Platon die Kegelschnitte nicht
allein nicht vermeiden, sondern geradezu einfithren. So zum Beispiel
1802 Bossut (46, 36), 1828 Poppe (69, 60), 1850 Wittstein (118, 6) und
1852 Arneth (44, 89). Reimer hatte 1798 die Einteilung der Geo-
metrie in elementare mit Zirkel und Lineal, hohere mit hoheren Kurven,
ausdriicklich auf Platon zuriickgefiihrt (71, 36), wihrend derselbe
Platon nach Tropfkes Meinung sich ,gegen die Zulassung der Kegel-
schnitte sowie héherer Kurven wandte* (81, IV, 83).
~ Das Ergebnis einer umfassenden Durchmusterung aller emschlaglgen
Werke ist also, daf die Mathematikhistoriker der letzten
Jahrzehnte in ihren Ansichten iiber Zirkel und Lineal
auferordentlich schwanken. Aber diese Ansichten beruhen
nicht auf der planméBigen Untersuchung aller vorliegenden Quellen.
Sehr selten und nur voriibergehend wird iiberhaupt eine neue Stelle
genannt. Die einen Schriftsteller verzichten auf die Darlegung ihrer
Quellen, immer und immer wieder halten andere, als Stiitze
fiir die Hankelsche Ansicht, an den drei von Hankel selbst
benutzten Stellen fest und tragen ihnen keine neuen hinzu.

In den itbrigen Abschnitten dieses ersten Teiles nehmen wir eine
erneute Priifung der Hankelschen Belegstellen vor. Wir wenden uns
zuniichst den beiden-Tadelstellen aus Plutarch zu (§ 2) und versuchen
dann, aus dem Wortlaut selbst, aus anderen schriftlichen -Zeugnissen
und insbesondere aus der dritten Belegstelle Hankels den Sinn von
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Platons Tadel genauer zu bestimmen (§ 3). Endlich soll unsere Deu-
tung durch den Vergleich mit der tatsdchlichen Weiterentwicklung
der Geometrie noch einmal auf die Probe gestellt werden (§.4).

§ 2
Die Tadelstellen bei Plutarch.

Zweimal berichtet Plutarch von einem Tadel, den Platon gegen
Eudoxus, Archytas und Menaechmus gerichtet habe.  Die zweite Frage
im achten Buch der Quaestiones convivales lautet: ,mac [Mhdtov
Eheye tov Bedv del qempetpeivé. Diogenianus zweifelt zuerst, ob dieser
Spruch wirklich von Platon herriihrt. Der Leiter des Gespriiches ant-
wortet thm, die Worte stiinden zwar nirgends in den Schriften Platons,
seien aber glaubwiirdig genug und ganz im Geiste Platons gehalten.
Tyndares erblickt in ihnen nichts Geheimnisvolles, sondern bevorzugt
die ungesuchte Erkldrung, die Geometrie hebe uns (wie Platon oft ge-
sagt und geschrieben habe) iiber die Sinneswelt empor; in allen Wissen-
schaften, vornehmlich aber in ihrer Mutterstadt, der Geometrie, finden
wir Spuren der geistigen Wahrheiten, die unsere Seele nach oben
richteten, sie reinigten und von den Stérungen der Wahrnehmungs-
welt befreiten. Dann fihrt Tyndares fort

Idrwy adtde Epépdato tode wept
EbSotov nat Apybray xet Mévarypmoy
el Spyavinde wal puyovinds AaTo-
o%edag TV 10D orepeod Stmhastacpdy
Gmdrpery  Emuyetpodvtag, Homep Tel-
popévone O GAéyon 8bo péoag dvd-
hoyov pi) wapelnot hafetv: dméihoabat

-qdp obtw nat Sapdeipesbor o yew-
petpiog dyaddy addic &nt ta alshyca
nahwdpopodans, nal Wi Qepopévie
dva, pnd aveihapBovopéve tev dudiny

nol dcopdtov clxdvev, npds alomep

@v 6 Ocdg &et Oede dory, 718 EF (iv).

Platon selbst tadelte die Kreise
um Eudoxus, Archytas und Men-
aechmus, dafl sie sich daran mach-
ten, die Verdoppelung des Raum-
stiicks auf geritliche und mecha-
nische Konstruktionen zuriickzu-
fithren, weil sie so versuchten, ob
es nicht doch gehe, zwei mittlere
Proportionalen durch ein nicht-
theoretisches Verfahren®) herzu-
stellen; denn so werde das Gute
an der Geometrie verdorben und
zugrundegerichtet, indem sie sich
wieder zum Sinnfilligen zuriick-
wende und nicht nach oben sich
erhebe, noch festhalte an den
ewigen, unkdrperlichen Bildwesen,
bei denen verweilend Gott eben
Gott in Ewigkeit bleibt.

) Zu 3’ dAdyou im Sinne von hdurch ein nichttheoretisches Verfahren* vergleiche

Pseudoammonius (Herennius Philon, ein Zeitgenosse Plutarchs): ,Teyvitne piv ydp dotwv
3 hoyueiie Tvds Téyvie Euwmerpoe xafeotds” Brvavses 8¢, & 3¢ dhdyou mvde Emrrdebparogt.
{2, Valk. p. 134, Schn. p. 129). ,
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Die zweite Tadelstelle steht im Leben des Marcellus. Dieser rémi-
sche Feldherr hatte bei der Belagerung von Syrakus acht Schiffe zu-
sammengebunden und auf ihnen ein Belagerungswerkzeug errichtet,
welches sich gegen die Wehrgerite des Archimedes doch nicht be-
haupten konnte. Von diesen Wehrgeriiten, die Archimedes schon zur
Zeit des Friedens erfunden hatte, heilt es dann weiter:

Tiy qop ayomopévyy tadtyy xal
mepfdnroy  opyoveniy  Ypavto  piv
wwely ot mwept Eddofov zai *Apybray,
mornihhovteg T4 TAopopd Yewpetpioy
xal Aoyeafic nal ypoppnic anodeifewg
odx edmopobvra mpofAvpmata ¢ aicly-
@y wol  Gpyovir@y  mapadetypiTey
dmepeifovrec® ¢ tH mepl Gdo péoag
avahoyoy mpdPinpma xai ororysiov émi
oA t@v ypospopévey Gvayrolov elg
dpovinde  EETyov Appdtepor naToc-
AEVAG, WPECOYPIPODE TLVEG BT Ao~
TOANDY  (poppdy %ol TPty pe-
Bapp.otovres. Emel 8t hdrow dyovdn-
tnoe ol Seteivato wpde adtods Gg
amohhdvtag xai Gtagheipovrag t ew-
petplog dyabév, amd. TdY AowpATLY
ral vontdy amodtdpasrodone &ml Td
ololnre %ol mposypopévns adbic ad
copact Tohhije wal goptriic Pavoo-
covpriog  Osopévorg, obtw Orenpifiy
veopetpiag Ewmesodoa pyyoviny), %ol
meplopopéyny TONDY  ypovoy OTD Lo
Aosopiog pio T@Y oTpaTteTidnY TEYVGY

gysyover, 305 EF (ii).

Die Kreise um FEudoxus und
Archytas brachten die geschitzte
und vielgepriesene Geriitekunde in
Bewegung. Sie verliehen der Geo-
metrie eine zierliche Abwech-
selung?) und unterstiitzten mit
sinnfélligen Modellen die Aufgaben,

" die mit abstrakten und geometri-

schen Lisungen nicht gut versehen
waren. Die Aufgabe, z.B., iiber
zwel mittlere Proportionalen, diese
notwendige Vorstufe zu vielen
Konstruktionen, fithrten beide
Gruppen auf geritliche Herstellun-
gen zuriick, indem sie, ausgehend
von krummen Linien und Schnitten,
nach deren Muster®) gewisse ,Mit-
telwertner“ zusammenfiigten. Dar-
iiber wurde Platon unwillig und er
hielt ihnen entgegen, dafi sie das
Gute an der Geometrie auf diese
Weise verdiirben und zugrunde
richteten, sofern diese von begriff-
lichen und unkérperlichen Dingen
zum Sinnfdlligen Zuflucht nehme
und kérperliche Gegenstéinde wieder
mit anwende, die einer langen und
standesunwiirdigen Bearbeitung be-
diirften. So wurde die Mechanik
von der Geometrie abgetrennt und
ausgeschieden und, von der Philoso-
phie (von der reinen Wissenschaft)
lange Zeit vernachlissigt, in eine
Fertigkeit des Wehrfaches ver-
wandelt (§ 14).

7) Durch morx(Movres kommt das Schillernde und Ungenauere, durch t¢ yhagpupd
die weichere Linie und die weniger scharfe Prigung mit zum Ausdruck,
8) Zun dno in genau dieser Bedeutung vergleiche Platon, Philebus 51 C, sowie die

Erérterung in § 7.
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Beiden Tadelstellen gemeinsam sind: die Kreise um Eudoxus
und Archytas; die Zuriickfitlhrung der delischen Aufgabe auf gerit-
liche Herstellung; da8 das Gute an der Geometrie dadurch verdorben
und zugrundegerichtet wird; die Abwendung von unkérperlichen Ge-
bilden zuriick zum Sinnfélligen. Besonders auffallend ist das zwei-
malige Vorkommen der zwei Wirter améMopt und Stapdeipm, die bei
Platon iiber 200-mal vorkommen, und zwar stets in sehr starken Be-
deutungen. Awagdzipo (bzw. Srapbeipopor) heifit zum Beispiel: verfaulen
(von einer Leiche, Resp. 614 B), auflsen (von einer Versammlung,
Protagoras 838 D), das Zugegebene durch Widerspriiche wieder
zuriicknehmen (Gorgias 495 A und 6fter), die Jugend verderben (wie
in der Anklage gegen Sokrates, Apologia 24 B). ’Anéiop (bzw.
améhhopat) bedeutet unter anderem: den Gegensatz zu yiyvesdar (Par-
menides 163 D und 6fter), das Aufheben der logischen Gesetze (Par-
menides 135 C). Beide Worter treten verbunden auf und werden
gebraucht einmal von aaszerreifenden Tieren (Protagoras 322 BC)
und dann auch ofter bei der Fragestellung der Unsterblichkeit
(Phaedon 70 A, Respublica 608 E). An mathematischen Stellen
finden wir dmé\iopt nur bei einem arithmetischen Beispiel (Phaedon
104 C und 106 A—C), und bei der Kennzeichnung der Geometrie als
einer Wissenschaft von ewigen Dingen, nicht von Dingen, die bald
entstehen und bald vergehen (Respublica 527 B). - Fiir Smp&svpm
in mathematischen Zusammenhangen habe ich kein Beispiel.

Parallelstellen wie die beiden angefiihrten sind bei Plutarch keine
Seltenheit und werden uns in dieser Untersuchung noch zweimal be-
gegnen. Unwahrscheinlich ist es jedoch, da Plutarch die eine Tadel-
stelle von der anderen abgeschrieben hat, denn das Eigentiimliche ist
in beiden so eng mit dem Gememsamen verflochten und nicht allein
widerspruchsfrei, sondern dem jeweiligen Zweck der Anfiihrung ganz
genau angepaBt; so stehen die Griindung der Geriitekunde, die Her-
stellung von wirklichen Mittelwertnern, etwa im Sinne unserer Nomo-
gramme, die Loslésung von der Geometrie und ihre Entwicklung zu
einer wehrfachlichen Fertigkeit sehr mnatiirlicherweise in einem Bericht
iiber die Belagerung von Syrakus, die Belehrung iiber die delische
Aufgabe und die léingere philosophische Begriindung des Tadels mit
gleicher Nattirlichkeit im Tischgespridch des Tyndares.

In einem Punkt erscheint die Verteilung der Einzelheiten uber die
beiden Stellen freilich nicht v6llig zweckentsprechend. Die Bezeich-
nung der delischen Aufgabe als eine Vorstufe (stovyeiov, vgl. Proclus
72:25) klingt ndmlich etwas theoretischer, als man es an der Marcel-
lusstelle erwarten kann, als ob diese Aufgabe vielleicht als Einfallstor
in das kubische Gebiet gedacht gewesen sei. Allein, wir wissen von
einer iiber die nackte Kubikwurzel hinausgehenden Lehre von den
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kubischen Irrationalitdten noch sehr wenig, und die bisherigen Deu-

- tungen der Stellen zu diesem Gegenstand haben keine solchen Fort-

schritte erkennen lassen®). Die Elementhaftigkeit der delischen Aunf-
gabe liBt sich andererseits aber in einem ganz anderen Sinne verstehen,
der mit dem Inhalt der Marcellusstelle aufs engste verkniipft ist. Diese
Aufgabe wird némlich regelmifiig verwendet, um die Anderungen in
den AusmaBen eines Greschiitzes zu berechnen, wenn gewisse Anderungen
im Geschofgewicht vorgeschrieben sind. Sie wird deshalb nicht selten
in den kriegstechnischen Werken behandelt, zum Beispiel von Heron und
Philon in ihren  Werken iiber den Geschiitzbau (16, 236—238 und
246—247; 17, 64), oder wie bei Eutocius 58:15 in Verbindung mit
diesen Fertigkeiten gebracht. Pappus z#hlt die Aufgabe zu den An-
wendungen der Geometrie (1028:18) und Eratosthenes (bei Eutocius
90 :22—23) insbesondere zu den Anwendungen auf die Kriegstechnik.
Die beiden Stellen unterscheiden sich noch in der Behandlung des
Menaechmus; dieser wird aber wohl deshalb an der Marcellusstelle
unerwahnt gelassen, weil er nicht wie Archytas und Eudoxus. als Ur-
heber (sbpétyc) der ganzen Geriitekunde bezeichnet werden konnte und
nur gelegentlich, vielleicht blof fiir die delische Aufgabe, eine Liosung
dieser Art entwickelte. ,

Wir finden die Angaben, die Plutarch an den beiden Tadelstellen
macht, bei zahlreichen anderen Schriftstellern wieder, ohne daB die
Spiteren gerade in Plutarch einen regelrechten Zeugen der Mathe-
matikgeschichte erblickt zu haben brauchen, also ohne daB ihre iiber-
einstimmenden Angaben nur deshalb den Wert einer Bestitigung ver-
Ioren. Die drei genannten Mathematiker standen in nahen Beziehungen
zu einander; Kudoxus war nach Diogenes Laertius ein Schiiler des
Archytas (11, VIII, § 86), Menaechmus nach Proclus ein Schiiler des
Eudoxus (67:9). An mechanischen Erfindungen von Archytas kennen
wir ans der Politik des Aristoteles die Kinderrassel (1340b 26—29)
und aus Gellius, der sich verwundert auf den Wortlaut des Favorinus
beruft, die selbsttdtig fliegende Taube (15, X, § 12). Vitruvius weib,
dafl Archytas und andere viele Gerdte, Eudoxus eine Art Sonnenuhr
hinterlief (42, 10:15—19 und 236:16). TUber eine angebliche Schrift
unseres Archytas ,de machinationibus® (42, 160:2) vergleiche jedoch
die kritische Bemerkung von Diogenes Laertius (VIIL, §82). Die
Wendung, daf die Mechanik mit leichteren Liésungen einspringt, wo
die Geometrie nur schwierige aufbietet, finden wir bei Pappus wieder
(1070 : 6). Diogenes Laertius berichtet auch von Archytas’ Anwendung
der Bewegung auf die Geometrie (VIII, § 83), und dafiir teilt uns

%) Zu erwihnen wire zunichst: Respublica 528 B (x%Bov a’fn), Theaetetus
148 B (mepi 7a oteped &Aho totodtov), Epinomis 990C—991 B, ein Euklidscholion (23,
V, 430:16 und 18) und ein Xommentar 2um Theaetet (4, Spalte 41:17—43:30).
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Eutocius ein Beispiel aus Eudemus mit (84:12). Die umgekehrte An-
wendung der Geometrie auf die wissenschaftliche Vertiefung der -
Mechanik ist nach Diogenes (ebd.) ebenfalls das Verdienst des Archytas
und konnte von Platon nur im Widerspruch zu Philebus 55 E ver-
urteilt werden: ,Entfernt man aus den Werkkiinsten (téyvat) die Lehre
von Zahl, MaB und Gewicht, so diirfte von jeder einzelnen nur ein
schibiger Rest verbleiben; denn es blieben nur ein Drill der Sinne
und ein MutmaBen zuriick. Endlich wird die erwihnte Trennung der
Mechanik von der Geometrie durch ihre Unterordnung unter die Stereo-
metrie vorbereitet (Anal. post. 78b 35—39) und bei Geminus voll-
zogen; die Taktik gehtort nach ihm nicht zu den mathematischen
Wissenschaften im weiteren Sinn, wihrend die wehrfachliche Gerite-
kunde ihrerseits sogar der Mechanik untergeordnet wird (Proclus
38:11—13 und 41:3—06).

So reichlich aber die Nebenumstinde der Tadelstellen bestdtigt
sind, so fehlt fiir den platonischen Tadel selbst jedes anderweitige
Zeugnis. Keine Stelle in Platon, in Aristoteles, in den Kommentatoren
zu beiden, im iibrigen Plutarch, in Theon von Smyrna, Diogenes
Laertius, Pappus, Proclus zu Euklid, Eutocius zu Archimedes oder in
verschiedenen Geschichtchensammlern fanden wir bis jetzt, wo Platons
Unwillen gegen Archytas, Eudoxus oder Menaechmus erwihnt wird.
Die n#ichste Anndherung an den Inhalt der Tadelstellen liefert eine
Bemerkung im Timaeuskommentar von Proclus: ,Wir schrieben die
" Darlegung des Archytas auf (d. h., seine Lsung der delischen Aufgabe)
und wihlten diese lieber als die von Menaechmus oder von Eratos-
thenes, weil jener die Kegelschnitte, dieser das Anlegen eines Lineals
benutzt* (32, II, 83:29—34:4). Hier ist, ausgerechnet bei Proclus,
von einem platonischen Tadel kein Wort gesagt, und fiir das Nicht-
wihlen der kegelschnittlichen Losung — die damit keineswegs grund-
siitzlich abgelehnt ist — reichen hier die unterrichtlichen Beweggriinde
aus. Die Lisung des Archytas ist, trotz aller Schwierigkeit der erst-
maligen Entdeckung, dennoch mit den Mitteln der elementaren Geo-
~ metrie leicht Schritt fiir Schritt zu verfolgen. :

Wir kennen den wesentlichen Inhalt der Tadelstellen also nur aus
Plutarch und miissen daher versuchen, diesen Schriftsteller aus seinen
- librigen mathematischen Mitteilungen als Zeugen fiir die Geschichte
der Mathematik zu bewerten. Die liickenlose Wiedergabe und Aus-
legung der mehr als vierzig mathematischen Stellen bei Plutarch ist
eine Untersuchung, die getrennt und fiir sich noch unternommen werden
mufi %), Hier wird es genug sein, keine Stelle unerwihnt zu lassen,
die zu einem wesentlichen anderen Urteil iiber Plutarchs Berufenheit

1) Damit wirde ein Wunsch von Wilamowitz in Erfillung gehen (83, 21%).
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und sachliche Zuverlissigkeit auf diesem Gebiete fithren miifite. Wir
deuten den mathematischen Inhalt von Plutarchs Schriften mit kurzen
Stichworten an: , :

1. Zwei weitere Berichte iiber die delische Aufgabe:
de Ei apud Delphos 386 E (iii) und de genio Socratis 579 A—D
(iii); diese kommen spiter zur Erorterung (§ 6 und § 9). :

2. Kleine Angaben iiber die Mathematiker: Thales,
Hippokrates und Platon haben sich kaufminnisch betitigt: Vita
Solonis 79 E (i); Thales hat die Hohe der Pyramiden gemessen:
Convivum VII sapientium 147 A (i); Anaxagoras behandelte
(Bvpope) im Gefingnis die Quadratur des Kreises: de Exilio 607 EF
(iii); Ansichten des Pythagoras iiber die Zahlen, die ,Symmetrien®,
die ,Harmonien®, ,die Einheit und die unbestimmte Zweiheit*: de
Placitis philosophorum 876 E (v) — als unecht angesehen; iiber
das Stieropfer des Pythagoras ist Plutarch ziemlich zuriickhaltend;
ob der Satz von der Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks, die
Flichenanlegung (zapafoly) oder die Herstellung eines Vielecks von ge-
gebener Gestalt und Grofle den AnlaB gebildet habe, ist fiir ihn unsicher
geworden: Quaestiones convivales 720 A (iv) und non suaviter
vivi 1094 B (vi); Democritus zerlegte den Kegel in Scheiben: de commu-
nibus notitiis 1079 E (vi); Archimedes half bei der Verteidignng von
Syrakus und trug groBe Sorge fiir die Reinheit der mathematischen
Wissenschaft; gegeniiber den drei Erzidhlungen iiber den Tod von
Archimedes wird Plutarch wiederum bedenklich: Vita Marcelli
§§ 14—19 (n).

3. Erkldrungen einzelner Ausdriicke: Zu altgpa: Quae-
stiones convivales 720 D (iv); zu dvalvog: Vita Romuli 24
AB (i) — die Astrologen bestimmen gewthnlich das Schicksal aus
der Geburtsstunde, bei Romulus sollen sie umgekehrt die Geburts-
stunde aus dem Schicksal riickwiirts errechnen; zu adpistoc dvdc de
Placitis philosophorum (?) 876 E (v), de Defectu oracu-
lorum 428 ¥ (iii) und de Creatione animae 1012 E (vi); zu
eddc-napmdrog und den iibrigen, hier dem dayabév-xaxdv zugeordneten
Paaren von Gegensiitzen: de Iside et Osiride 370 E (ii); zu xavév
und dwaBijtne: Reipublicae gerendae praecepta 802 EF (v) —
bier nur im iibertragenen Sinn von ,kunstvoll abgezirkelten* Reden
— und de Fortuna 99 BC (i) — der »avov wird von Werkkiinstlern
im Sinne von Philebus 55 E verwendet, nimlich um das Planlose
(td &ixf)) und das Zufillige (6¢ #toye) fernzuhalten.

4, Einzelne mathematische Fragen: Die Zuldssigkeit der
Bewegung in der Geometrie: Praecepta coniugalia 140 A (i) —
mit einer Anwendung auf das Eheleben, quomodo Adulator 63
BC (i), Quaestiones convivales 682 D (iv) und de Pythiae
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oraculis 404 F (iii); welche Gestalten gelten als urhaft? Quae-
stiones platonicae V, 1003 B—1004 C; die scheinbare Entstehung
einer Kurve aus vielen kleinen Strecken: ebd. § 3, 1004 B; der zahlen-
theoretische Satz ,Ist T eine Dreieckzahl, so ist 8T +1 eine Quadrat-
zahl: ebd. § 2, 1008 F — wo die Folgerung gezogen wird, dafi die
Eins eine Dreieckszahl sei; die platonischen Kérper und ihre zweierlei
Dreiecke, ebd. § 1, 1003 B—D und de Defectu oraculorum 427 A
—428 B (iii); einige Angaben aus der Kombinatorik, wo Chrysippus
nach Hipparch berichtigt wird: Quaestiones convivales 732F
—733 A (iv) und de Stoicis repugnantiis 1047 CD (vi).

"~ B. Endlich einige allgemeine Auflerungen: iiber Mathematik und
Frauenerzichung: Praecepta coniugalia 145 C (i) giinstig und
Vita Pompeii 648 E (iii) ungiinstig; iiber Mathematik und Freiheit
der Rede: de Exilio 606 CD (iii); iiber die Zusammenarbeit von Philo-
logen und Mathematikern: Quaestiones convivales 737 D (iv);
eine humorvoll begeisterte Rede iiber die Mathematik als Quelle der
reinsten Freuden: non posse suaviter 1093 D—1094 D (vi).

Man hat die Geschichtsschreibung Plutarchs gelegentlich etwas
iiberscharf geriigt. Vita Camilli 132 A (i) zeuge von Wundersucht,
, Vita Alexandri 664 E (iii) von der Absicht, iiberhaupt keine ernste

Geeschichte zu schreiben, de Curiositate 520 D (iii) von einer Ab-
lehnung der Inschriftenforschung. Doch sagt Plutarch an diesen Stellen
nicht mehr, als daB die Zweifelsucht ebensosehr wie die Leichtglidubig-
keit ein Unmaf ist; daf sich die Wesensziige eines Menschen oft
leichter in den kleinen als in den groBfen Handlungen offenbaren; und
daf es eine miifige Zerstreuung wire, jede Grabinschrift und jedes
Mauergekritzel lesen zu wollen. Plutarch weifl genau, daf er zum
Glauben hinneigt, de cohibenda Ira 463 C (ili); aber er zweifelt

dennoch an der sagenhaften Frithgeschichte Roms, de Fortuna Ro- -

manorum 326 A (ii); vermutet Textliicken, Vita Solonis 89 A (i)
und Einschiebsel, Quaestiones convivales 730 F (iv) und trigt
der Geistesverfassung von Augenzengen Rechnung, Vita Othonis
1073 B (v). Er weif ferner, den historischen Quellenreichtum der
Grofistadt zu schitzen, Vita Demosthenis 846 D—F (iv), findet fiir
schwitzende, blutende und tonende Gotterbilder eine naturgemifie Er-
kldrung, Vita Camilli 132 BC (i) und kennt den historischen Unwert,
aber zugleich doch die bildungsgeschichtliche Verwertbarkeit der Sagen,
Vita Numae 70 EF (i). Die Angaben des Plutarch konnen selbst-
redend aus anderen Griinden irrig sein, aber Stellen wie die letzt-
genannten zeigen, daf der Vorwurf des Leichtsinns nicht lelchtsmmg
gegen ihn erhoben werden sollte. :

Aus dem vorhergehenden Uberblick ersehen wir andererselts dafB
Plutarch nigendwo den Besitz von ungewdhnlichen mathematlschen
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Fachkenntnissen verrdt. Einmal, bei dem Satz iiber Dreieckszahlen,
begeht er einen beweistheoretischen Formfehler. Ein anderes Mal
kann er uns iiber die so wichtige Kegelzerlegung des Democritus
keine klare Rechenschaft geben. Aber er redet gern, mit Hochachtung,
und innerhalb seiner Grenzen mit Verstiindnis von mathematischen
Dingen; in seiner Jugend hat er die Mathematik eifrig gelernt, de E
apud Delphos 887 F (iii). Mehr als einmal schopft er aus dem
Fachschrifttum eine sachliche Berichtigung, und mehr als einmal hilt
er in geschichtlichen Fragen mit seinem Urteil zuriick. Von seinen
tibrigen mathematischen Stellen aus bietet er also keinen besonderen,
greifbaren Grund zu zweifeln, daB er die Quellen der Tadelstellen mit
Umsicht gewihlt und ihnen bei zwei verschiedenen Gelegenheiten das
jeweils Passende entnommen hat.

Als Quelle fiir die Tadelstellen schlagen Diels (43, Archytas A 15

= I3, 327:20) und Wilamowitz (83, 7, Anm. 2, und 21; 84, I 503
Anm. 1 und II, 82, Anm. 3) den Platonicus des Eratosthenes vor.
Dafiir sprechen auch folgende Tatsachen. Nach Theon von Smyrna
(40, 2:8—12) hat es sich jedenfalls im Platonicus um die delische
Aufgabe gehandelt, also vermutlich auch um Platons Stellungnahme
zu den Liosungen. Die Nutzanwendung der delischen Sage — der

Gott wiinsche nicht so sehr gerade die Verdoppelung des Altares, als

vielmehr daB die Hellenen sich den friedlichen Kiinsten und Wissen-
schaften widmeten — stand nach Theon ebenfalls im Platonicus,
und wird von Plutarch ebenfalls erwihnt, aber nicht an den Tadel-
stellen, sondern de Genio Socratis 579 D (iii).

Scheinbar im Widerspruch mit den Tadelstellen steht freilich eine
Nachricht des Eutocius iiber das ,platonische* Mittelwertgerit (56:13
—b8:14). Cantor fafit die Erklirungsversuche fiir diesen Widerspruch
zusammen (50, I, 234) und zieht dort seine einstige Vermutung zuriick,
daf Plutarch hier die Getadelten und den Tadelnden einfach mitein-
ander verwechselt hitte (49, 83)!1). Cantor hat aber eine weitere
Moglichkeit iibergangen, die sich aus einer Bemerkung von Mollweide
(67, 52) leicht ableiten 1d8t. Mollweide gibt fiir die vielbesprochene

~Stelle Menon 86 E eine Erklirung, die als eine Vorstufe zur unten

besprochenen Erkldrung vor Heath bezeichnet werden darf (§6). Er
bemerkt selbst, dafl seine Figur nur aus dem ersten und zweiten Qua-
dranten in den dritten fortgesetzt zu werden braucht, um die Figur
der ,platonischen* Wiirfelverdoppelung zu ergeben (Eutocius 57, nicht
56). Mollweide geht dann zu anderen Erérternngen iiber. Es wire
nun denkbar, daB Platon sich diese einfache Figur als eine dmédeotg
gedacht hat, dhnlich der dzéfssic an der erwihnten Menonstelle: wenn

11} Die Angabe ,,133“ in den Vorlesungen (p. 234,‘Anm. 2) ist ein Druckfehler fir 33,
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die Winkel AED und EDC rechte sind, und wenn ABD, EBC ein
Achsenkreuz bilden, so sind die Strecken BE und BD die zwei de- -
lischen Mittel zwischen BA und BC. Wie nun die Figur herzustellen .
ist, wenn BA und BC allein gegeben werden, kann nachher ein anderer
geometrisch, ein dritter mechanisch entdeckt haben, und die Uber-
lieferung kann wihrend der zehn Jahrhunderte, die Platon und Eatocius
trennen, die mechanische Lisung vielleicht dem Entdecker der urspriing-
lichen, wissenschaftlich einwandfreien twébestg irrtiimlich zugeschrieben
haben. Wie auch nur dieser Irrtum sich trotz aller Zeugnisse itber
Platons Abneigung gegen geritliche Sondermittel ereignet haben sollte,
bleibt freilich nach wie vor ein Ritsel.

Die Frage, ob die beiden Tadelstellen echte Zeugnisse sind, bleibt
nach diesen Uberlegungen nicht restlos entschieden. Gliicklicherweise
ist die Losung dieser Frage fiir den gegenwirtigen Zweck entbehrlich.
Entweder ist die Nachricht iiber Platons Tadel falsch — und dann
versiegt die einzige bisher benutzte Quelle — oder sie ist wahr.
Gesetzt aber, Plutarchs Quelle sei inhaltlich richtig und einwandfrei
verwendet, so fragt es sich immer noch, ob man aus diesem iiber-
lieferten Tadel eine Beschrinkung gerade auf Zirkel und Lineal heraus-
lesen darf.

§ 3.
Der Gegenstand von Platons Tadel im Lichte der antiken Zeugnisse.

Die Entscheidung der Frage, ob Platons Tadel gegen das Hinaus-
gehen iiber Zirkel und Lineal gerichtet war, soll zuerst bei den Tadel-
stellen selbst gesucht werden. Die dritte Belegstelle Hankels, die aus
Platons Staat, wird uns dabei wesentliche Dienste leisten.

Diogenes Laertius bezeichnet Archytas als den ersten Mathematiker,
der die Bewegung auf die Swypdppato eoperpnd angewendet habe
(11, VIII, §83) und fiihrt seine Losung der delischen Aufgabe als
Beispiel an. In der Wiirfelverdoppelung, die uns Eutocius aus Eudemus
mitteilt (84 : 12—88: 2), dreht Archytas in der Tat den Halbkreis um
eine Tangente und das Dreieck um eine Seite. Ist es vielleicht diese
Bewegungsgeometrie, die Platon geriigt hat?

Die Lsung des Archytas ist aber nicht im strengen Sinne bewegungs-
geometrisch; denn die Bewegung wird nicht gebraucht, um' die Lsung
tiberhaupt zu finden, und auch nicht, um ihr Gelingen zu beweisen,
sondern lediglich um die benétigten Flichen herbeizuschaffen. Wiren der
Halbzylinder, der Kegel und der Ringwulst durch ihre kennzeichnenden
Eigenschaften, ihre copstapara, erklirt gewesen, so stiinde die Lisung
als solche bewegungsfrei da. Der Nachweis der Existenz braucht
nicht bei jeder neuen Anwendung einer Fliche von neuem erbracht
zu werden, und wo ein solcher hier notwendig wire — nimlich fiir -
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die Existenz eines gemeinsamen Schnittpunktes K der drei erzeugten
Flichen — fehlt er in der iiberlieferten Losung ganz. Die Schilderung
der Flichen durch ihre bewegungsgeometrische Entstehungsweise ist
fiir die eigentliche Lgsung iiberfliissig und wurde von Archytas wahr-
scheinlich nur deshalb vorausgeschickt, weil er sich auf eine bestehende
Theorie dieser Flichen und auf eine bereits eingefiihrte Benennung
ihrer Stiicke nicht berufen konnte. Sind aber die Verbindungen
zwischen der Bewegungsgeometrie und der Losung des Archytas,
zwischen der Losung des Archytas und dem platonischen Tadel (S. 308)
so locker und so unsicher, dann ist die Verbindung zwischen Bewe-
gungsgeometrie und platonischem Tadel von hier aus gesehen nicht
als sicher und feststehend zu erkennen. :

Platons eigene Ansicht, daf die Geometrie nar ewig Seiendes be-
trachtet, niemals das bald Entstehende, bald Vergehende (Respublica
527 B), und daf sie niitzlich oder schidlich ist, je nachdem sie uns
notigt, das Sein oder das Werden zu betrachten (526 E), schlieft von
den beiden Arten der xivnow nur die dMofwoc aus, nicht die mepipopd
(Parmenides 138 BC, Theaetetus 181 D). Aus der Tatsache,
daB das Gerade und das Runde im Parmenides 137 E bewegungs-
frei definiert sind, ist eine Sonderstellung Platons in diesem Punkt -
nicht abzuleiten; denn auch vor ihm in dem Gedicht des Parmenides
(43, Parmenides B 8, Zeile 43—44) und nach ihm bei Aristoteles wird
die Kugel rein statisch erkldrt (Met. 1033b 14). Aus solchen zer-
streuten Zeugnissen werden wir iiber Platons Stellungnahme zur ab-
strakten Bewegungsgeometrie nicht klar. Die spiteren Mathematiker,
auch die Platoniker unter ihnen, haben jedenfalls nicht so gehandelt,
als ob Platon diese Methode allgemein, bindend und endgiiltig ver-
boten hitte (§4).

Die Zeugnisse und die Erklirungen an den Tadelstellen selbst, die
Zirkel und Lineal mit keinem Wort erwihnen, legen einen anderen
Gegenstand der Riige bedeutend niher. Die Angabe des Diogenes
Laertius iiber Archytas redet bestimmter von der ,geriitlichen® Be-
wegung, Opyavuri] xivyes. Die Tadelstellen sprechen noch deutlicher
von sinnféilligen und geréitlichen Modellen, von geriitlichen und mecha-
nischen Herstellungen. Wollte Platon diesen Abstieg in den Bereich
der Sinneswahrnehmung verwerfen, diese Abkehr von der rein be-
grifflichen Geometrie, diese Zuflucht zu Gegenstinden, die durch Hand-
werkerfleil aus Werkstoffen entstehen?

Ein solches Bestreben, praktische Lisungen mit einem besonderen
Gerit durch rein theoretische zu ersetzen, scheint in bestimmten Féllen
schon vor Platon bestanden zu haben. Oinopides (um — 450) wird von
Proclus als Urheber von zwei einfachen, aber ausgesprochen theore-
tischen Konstruktionen bezeichnet (283 :7 und 333:5). Er soll danach

Quellen u. Studien Math. Bd, ML 21
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das gefillte Lot in der altertiimlichen Redeweise xaté yvopove genannt
haben, und von dem fritheren Gebrauch dieses Gerits hat man in der
vierten Forderung Euklids (iiber die Gleichheit aller rechten Winkel)
einen Niederschlag gesehen. Die Losungen des Oinopides gelingen
zwar ausschlieflich mit Zirkel und Lineal, aber sie sind derart einfach,
und es fehlt so sehr an grundsdtzlichen Andeutungen, daf die Ent-
scheidung schwer fdllt, ob Oinopides die Wahl der Gerade und des
Kreises als Hilfskurven bewufit vorgenommen hat, oder ob sein Ge-
" brauch dieser Mittel durch den Zufall oder durch die Schranken seines
tatsichlichen” Wissens in der theoretischen Geometrie bestimmt war.
Es fillt dabei auf, daB auch Proclus iiber diesen Punkt keine Andeu-
tungen zu machen weifi. :

- Unsere zweite Vermutung iiber den Gegenstand des Tadels ent-
spricht ganz der Geistesrichtung Platons. Die Zahlenlehre und einige
verwandte Ficher gewiihren nach ihm nur Einsicht und sind jeder

Handlung bar; die Kunst des Zimmermanns hingegen, und alle iibrigen

Handwerke, gehen in Handlungen auf und schaffen das, was vorher
nicht da war (Politicus 258 DE). Wer in den Fertigkeiten und
Handwerken geschickt ist, heifit ein Banause (Symposium 203 A),
und Handlungen dieser Art sind anderen zu iiberlassen (Lieges 806 DE).
Als Ziele des menschlichen Strebens nehmen sie erst den dritten Rang
ein, hinter der Korperpflege an zweiter und der Seelenpflege an erster
Stelle (743 E). Das Anfertigen von wirklichen Gegenstinden wird
andererseits nicht ohne Unterschied verpont, sondern nur als Mittel
zum Erwerb und Besitz, und auch als solches kann es am rechten Ort
eine ¢pddc omovdalopévy omovdy] sei. Der Kriegstechniker (pyyavomoidc)
rettet nicht weniger als der Feldherr unsere Stidte (Gorgiay 512 B),
und Hippias wird als Hersteller aller seiner beweglichen Giiter ledig-
lich geneckt (Hippias maior 368 B). Die Kiinste und die Handwerke
stehen nicht alle auf derselben niedrigen Stufe. Sie werden vielmehr
in dem Maf veredelt, als sie durch passende Werkzeuge an Genauig-
keit (Philebus 56 B) oder durch den Gebrauch der mathematischen
‘Wissenschaften davor bewahrt bleiben, in ein blof faustregelartiges
Schitzen zu entarten (556 E). Auch Aristoteles unterscheidet die Tétig-
keit des Geometers und des Zimmermanns. Beide betrachten den
rechten Winkel, dieser aber nur so weit als die Arbeit es erfordert,

jener dagegen in seinem Wesen und in seiner Eigenart, weil sich der

Geometer in der Betrachtung des Wahren ergeht (Eth. ad Nicom.

1098a 29—31). ' In die gleiche Richtung weist die Rangordnung der

mathematischen Teilfdcher, wie sie uns von Proclus, in genauer An-
- lehnung an den Staat, iiberliefert und erklirt wird: an Sicherheit
und Genaunigkeit steht die Zahlenlehre hoher als die Geometrie (59 :16,
vgl. 43, Archytas B:4), die Geometrie ihrerseits hoher als die Mechanik
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" und die Optik, und zwar deshalb, weil diese letzten Teilficher sich

mit dem sinnlich Wahrnehmbaren beschiftigen (60:1). Daraus leitet
Platon (nach Proclus 34:4—7) eine Verschiedenheit der Beweispflicht:
der Naturphilosoph (pootohéyec) darf mit wahrscheinlichen Griinden seine
Rechenschaft ablegen, aber wer geistige, wesensbestdndige Dinge aus-
legt, muB unwiderlegliche und unantastbare Darlegungen liefern. \
. Dafi Platons Unwillen den mechanischen Ersatzlosungen galt, geht
aber auch aus den Tadelstellen selbst hervor. Nachdem die Wiirfel-
verdoppelung als Beispiel genannt ist, schreiten beide Stellen zu einer
sehr allgemeinen Begriindung. Das Gute an der Geometrie (wir sagen:
der Wert der Geometrie) werde dadurch verdorben und vernichtet,
indem ihre Begrifflichkeit preisgegeben werde; nicht durch die bloBe
Tatsache der Anwendung — die Philebus 55 E zum Wohl der Werk-
kiinste geradezu gefordert wird — sondern durch ihren ,Riickfall¥,
ihr ,Zufluchtnehmen“ zu den Sinnendingen. Die Geometrie mufi an
den ewigen, unkdrperlichen Urgebilden festhalten, sie muB begrifflich
bleiben und schwierige Aufgaben theoretisch, nicht durch Anleihen bei
den Sinnendingen bezwingen.

So wurde der Tadel auch von anderen aufgefaBt. Einer der
frithesten Erkldrer, der Mathematiker Xylander, legt ihn folgender-
maflen aus: ,Porro autem Platonis indignatio eam causam habuit, quod
in contemplatione positas scientias, quae ab omni materia abstractas
species quantitatis per seipsam considerarent, nolebat materiae et sen-
silium rerum quasi contagio affici et contaminari. Hinc illa apud eum
in Philebo mathematum divisio in pura et impura, qnam ne Aristoteles
quidem dissimulavit® (Diese Anmerkung steht in Reiskes Plutarchaus-
gabe, Leipzig 1774—1782, Band II, Seite 428). Nach Max C. P. Schmidt
kimpfte Platon hier ,gegen die Vermischung des Mechanischen und
Geometrischen, der instrumentalen und rein rdumlichen Anschanung*
(76, 40). Wilamowitz deutet den Tadel nicht anders: ,Die Mathe-
matiker der Akademie machen sich aber an die Losung; der Pytha-
goreer Archytas, Eudoxos und Menaichmos erkennen, daB sie auf die
Konstruktion von zwei mittleren Proportionalen hinausliuft, und er-
finden Modelle, vermittels deren es moglich ist, diese Linien ohne
eigene mathematische Ableitung des Beweises zu finden, zu greifen,
Da schilt sie Platon, weil so die Mathematik wieder in das Reich des
Materiellen gezogen wird; in der Tat geht fiir den blofien Praktiker
ja ihr Bildungswert verloren* (84, 12, 503).
 Zu den beiden Tadelstellen tritt bei Hankel die dritte Belegstelle
aus Platons Staat. Nach ihr darf nicht einmal die Sprache der Geo-
metrie an wirkliche Handlungen erinnern:

21 *
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Aéjovor pév wob pddha yehoing
e wal avayrainwg®  ®¢ op TpdTTOv-
tég te xal wpabewg Evena wavrag TodE
AGTobe  TOLODPEVOL AETODGL TETPO -
vifety 1z wol mapatetvety nal wpooTi-
Bévor vl mavee obte pbeyydpevor, o
> ¥ort wov may td pabnpe yvdcsng
Bvera EmieyOendp.evov.

Sie sprechen aber htchst licher-
lich und gezwungen und wihlen
ihre Ausdriicke, als ob sie etwas
tidten und Handlungen setzen woll-
ten, indem- sie sagen: ,Qua-
drieren®, ,Anstrecken“, ,Hinzu-
setzen® und was sie sonst alles
in dieser Weise benennen, wahrend

diese ganze Wissenschaft nur der
Erkenntnis wegen betrieben wird.
» (527 A). '

Auch an dieser letzten von den bisher verwendeten Quellen stehen
eher die betrachtende und die handelnde Geometrie gegeniiber, die
Theorie der Praxis, die reine Wissenschaft der angewandten, die be-
griffliche der anschauungsgebundenen, als Zirkel und Lineal auf der
einen Seite und auf der anderen Seite alle iibrigen Gerite. Die Geo-
metrie wire ja sonst ungeeignet, das Ziel zu erreichen, das Platon ihr
kurz zuvor gesteckt hatte: mpdc 1d mowely nomdelv pgov tiy tob &yorded
i8¢ay (526 E). Diese Gedanken werden an zwei benachbarten Stellen
im Staat wirklich ausgesprochen, 510 DE nur von den geometrischen
Figuren, spiter aber ansdriicklich von angefertigten Modellen:

Odxody (clmov) ©f mepi tdv odpa- Der bunte Sternenhimmel ist
vov mouhie mapadeiypect ypyotéov  also nur als ein Modell zu benut-

tijc npbe Exeive pabficemg Evena,
opoing BHomep dv el tig Evidyor HAO
Aatddhov % tyoc &Ahov Syptovpyod 7
1paspéne Sopepbvtng yeypappévors nat
Exmemovpévorg Saypappacy.  “Hyi-
oatto Yop dv mod Tig Epmetpog ew-
petpizg, 00V t& Toabro, RANMSTA
pév Eyew amepyosiq, yeholov iy
¢monomely Tobta omovd) O¢ Ty ANA-
betay &v abdroic Aqpépevov tswy 3 8-
mhaciwy 7] &AANE Tvdg ovppstpiag.

zen, um zu jener hoheren Kennt-
nis zu gelangen, dhnlich wie wenn
jemand auf Modelle oder Figuren
stiefe, die von einem Daedalus
oder sonst einem Bildhauer oder
Maler vorziiglich gezeichnet und
ausgearbeitet wiren. Ein erfahre-
ner Geometer wiirde aber beim
Anblick  solcher Sachen wohl
meinen, sie seien zwar sehr schon
ausgefiihrt, aber es sei lidcherlich,
sie allen Ernstes in der Absicht
zu betrachten, daB man so das
wahre Wesen des Gleichen, des
Doppelten oder sonst eines (ratio-
nalen)Verhiltnisses erfasse, 529DE.

Das Wort &imhasiov kann natiirlich ein zufdlliges, naheliegendes

Beispiel geben, aber vielleicht auch eine Erinnerung an die delische
Aufgabe enthalten. Diese Aufgabe wird im Staat als fiir die Raum-
lehre geradezu charakteristisch angesehen: ¥s1t 8¢ mov todro (die Lehre
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von der tpity obfn %ab’ adté) mepl tiy 1@y wHPuv abdyy xal o Babong
petéyov, 528 B. Das klingt fast wie eine Billigung der bekannten,
einwandfreien stereometrischen Lisung, die Archytas fiir die delische
Aufgabe fand, und entfernt sich ziemlich weit von der Forderung, mit
Zirkel und Lineal in der Ebene auszukommen. Wir diirfen auch
nicht sagen, dafl jene Losung ,mit Zirkel und Lineal im Raum* er-
folgt. Sie geht zwar von drei Flichen aus, die mit Hilfe von Kreisen
und Geraden im Raume erzengt werden kinnen, aber der entscheidende
Schritt ist die Auffindung ihres gemeinsamen Schnittpunktes, und dies
148t sich auch im Raume nicht allein durch das Schlagen von Kreisen
und das Ziehen von Geraden bewerkstelligen.

Die iiberlieferten Wiirfelverdoppelungen gehen entweder durch den™
Aufstieg in den Raum (Archytas) oder durch die Heranziehung von
Kegelschnitten (Menaechmus) iiber Zirkel und Lineal hinaus. Es ist
nicht leicht einzusehen, warum der Aufstieg in die dritte Dimension
oder die Heranziehung der Kegelschnitte den Wert der Geometrie
sverderben und vernichten* soll. Sie bedeuten vielmehr Fortschritte
der Geometrie, und Fortschritte, die Platon selbst lebhaft gewunscht
hat (Respublica 528 B, Leges 819 D).

Andererseits ist an kemer einzigen der drei Hankelschen Beleg-
stellen von Zirkel und Lineal ausdriicklich die Rede. Es fehlt auch
jede eindeutige Anspielung auf gerade diese zwei Geriite. Die Er-
wihnung der delischen Aufgabe, die mit Zirkel und Lineal tatséchlich
nicht Iosbar ist, mag schuld sein daran, daf man in diesen Stellen eine
Beschrinkung auf Zirkel und Lineal hat sehen wollen. Die Ver-
kniipfung der delischen Aufgabe mit dem Gedanken an Zirkel und
Lineal ist fiir den heutigen Mathematiker freilich sehr geldufig. Um
so notwendiger ist es, von dieser Gedankenverbindung Abstand zu
nehmen, wenn man sich gerade die Frage stellt, ob sie auch den grie-
chischen Mathematikern bereits gegenwirtigz gewesen ist. Man hat
ferner zu wenig beachtet, dafi die delische Aufgabe nur als Beispiel
auftritt, und daf der Tadel nicht notwendigerweise gegen die iiber-
lieferten Losungen gerichtet war. Es bleibt immerhin moglich, daB
die delische Aufgabe erst von Plutarch selbst, oder von seinem Ge-
wihrsmann, als Beispiel gew#hlt wurde; mdoglich ist es auch, daB
Archytas, Eudoxus und Menaechmus erst auf Anlaf des Tadels ihre
bekannten, rein wissenschaftlichen Losungen suchten und fandem, und
dafl ihre getadelten, mehr praktischen Liisungen daraufhin in Ver-
gessenheit gerleten Eratosthenes 148t in der Tat eine Losung des
Menaechmus im Vergleich mit anderen einigermafen handlich und fiir
die Praxis brauchbar sein (Eutocius 90:10—11). Auf seine zwei
kegelschnittlichen Lisungen lassen sich die Worte yeipoopyfioon 8% %at
sig. ypelav meseiv auch mit dem Vorbehalt %zt fBpayd o ... %ol rabra -



308 Arthur Donald Steele

Svayepds wohl nicht leicht anwenden, so daf wir in diesen Worten
vielleicht die Spuren einer wirklich verlorengegangenen Losung des
Menaechmus vor uns haben.

Alle diese Ungewifheiten und alle diese unerdrtert gelassenen Mog-
lichkeiten ermahnen uns jedenfalls, den Gegenstand von Platons Tadel
nicht unbesehen gerade aus den tiberlieferten Lisungen gerade der
delischen Aufgabe zu entnehmen. Wir halten uns vielmehr an die
sehr allgemeine, aber auch sehr bestimmte Begriindung, welche die
Tadelstellen selbst enthalten. Wir sehen den Gegenstand des Tadels

nicht in der Bewegungsgeometrie und nicht in dem Hinausgehen iiber -

Zirkel und Lineal, sondern in dem Gebrauch von gerétlichen Sonder-
mitteln und in der Abkehr von der rein begrifflichen Geometrie. Die
weitere Entwicklung dieser Wissenschaft, insbesondere die allmihliche

aber sichtbare Entstofflichung der htoheren Kurvenlehre, steht im

Einklang mit dieser Ausdentung und soll im néchsten Abschnitt zur
Kontrolle herangezogen werden.

-8 4_
Der Gegenstand von Platons Tadel im Lichte der spiiteren Entwmklung
der Geometrie. -

Die Geometrle hitte sich dem Einfluf eines ernsten, allgemein
bindenden platonischen Tadels nicht génzlich entziehen konnen Thre
spatere Entwicklung gestattet zwar auf den Gegenstand des Tadels
keine zwingenden Riickschliisse, aber die Ubereinstimmung mit ihr
schafft fiir jede Auslegung des Tadels einen gewissen Rechtsvorteil,

" die Nichtiibereinstimmung einen gewissen Rechtsnachteil. Mit Hilfe

dieser Richtschnur unterziehen wir die beiden Fragen des vorigen Ab-
schnittes einer erneuten Priifung.

Die soeben (§ 3) herangezogenen Zeugnisse gentigten nicht zur Ent-
scheidung der Frage, wie sich Platon zur Bewegungsgeometrie verhielt.
Diese Entscheidung ist fiir die vorliegende Frage nach Zirkel und
Lineal gliicklicherweise nicht unbedingt erforderlich; denn sowohl die
Beschrinkung auf Kreis und Gerade als Hilfslinien, wie auch der Ge-
brauch von hoheren Kurven, 148t sich sowohl mit Benutzung, wie
auch ohne Benutzung des Bewegungsbegriffes durchfiihren. Soviel
wollen wir aber trotzdem feststellen, dafl sich die Geometrie jedenfalls
nicht 'in der Weise weiter entwickelt hat, wie man es nach einem
wirksamen platonischen Verbot der Bewegungsgeometrie erwarten wiirde.

Denn der Gebrauch der Bewegung um Gestalten erzeugend zu be-
schreiben — ‘und nur in diesem Umfang hat sie Archytas bei der be-
kannten Wiirfelverdoppelung verwendet — wird bald nach Platon gang

und gidbe. Hatten Parmenides, Platon und Aristoteles die Kugel be-
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wegungsfrei erkldrt (§ 8), so erklédrt sie der Platoniker2) Euklid den-
noch durch eine Drehung (Buch XI, Def. 14), also anders als bei seiner
Definition des Kreises (I, Def. 15). Ausgerechnet die ,unreinen® Mathe-
matiker Heron und Theodosius kehren zur statischen Definition zuriick
18, IV, 52:12—22 und 39, 2:2-—4), Heron freilich mit nachfolgender Y
genetischer Schilderung; und ausgerechnet Theon von Smyrna in dem
Werk, das er der Erliuterung des Mathematischen bei Platon widmet,
benutzt wiederum die- Drehung eines Halbkreises (40, 89:8—3). Be-
wegungsgeometrisch sind ferner die Erkldrungen des Zylinders bei Euklid
(XI, Def. 21) und Serenus (36, 4:12—19), des Kegels bei Euklid (XI,
Def. 18), Apollonius (5, I, 6:2—18) und Heron (18, IV, 56: 1—4), des
Whulstes bei Heron (ebd. 60:24—62:2) und trotz aller Besorgtheit
um die Wissenschaftlichkeit seines Faches3) auch bei Archimedes die
Definitionen der Spirale (II, 44 :17—23), der Konoiden (I, 246 : 16—19
und 248:20—250:1) und der Sphiroiden (I 252:14--22). Sporus er-
hebt gegen den Gebrauch der Quadratrix zur Kreisquadratur zwei
vollauf berechtigte und scharfsinnige Einwiinde, aber ohne die Be- .
wegung als solche zu verwerfen und nur mit der Begriindung, da8
der Gebrauch der Bewegung in diesem Fall auf zwei besonderen Kreis-
schliissen beruht (Pappus 252:26—256 : 1). Plutarch berichtet von den
Geometern, daf sie die Bewegung der Punkte, der Linien und der
Flichen von der Bewegung der Korper abhéingig sein lieBen, aber nicht,
dafi sie die Bewegung dieser Gebilde als solche oder ihre Verwendung
in der Greometrie grundsitzlich ablehnten Praecepta coniugalia
140 A (i) und Quomodo adulator 63 BC (i). Auch dort, wo hohere
Kurven wie Quadratrix, Muschellinie und Spirale verwendet werden,
kommt die Bewegung nur bei den genetischen Definitionen vor, wihrend
bei den Beweisen alles auf die daraus hervorgehenden ooprtapata ge-
stiitzt wird.

Lehrreich ist hier die Stellungnahme des Neuplatonikers Proclus
Er berichtet iiber die Ansicht von Speusippus und Amphinomus, die
mathematischen Sitze seien alle Gewprpata, nicht mpofhipare, und daf
wir tég yevéses der herzustellenden Flguren od motnTnde, GAAY YVOOSTIRDG
opdpey, hoovel Tuyvépeva AapBdvovteg o et &vta (78 : 4—6), aber Proclus
selbst rechnet die Bewegung trotzdem zu den Gegenstéinden der Geo-
metrie (57:10—14) und kniipft mit ihrer Hilfe die drei euklidischen
Forderungen zu einem Ganzen zusammen (185:1—25). Dann hilt er
inne und erwartet den Einwand: ,st 8 tg dropoly, md¢ wwises érsio-
dyopey toig YewpETpmTOlc AnITolg 00GLY, THE 68 T apepi] wvodpev, TadTX
vep abvara eivoar mavrehde® (185 : 25——186 :2). Zur Antwort mahnt er,

12) Proclus 68:20. - ' ‘

13) Plutarch, Vita Marecelli § 17 und Pappus: & cpafvs‘ral g elpypévas é‘-mv“mc
oStwg aya'nuac ®s pdiv Ewbev bropévery adtale dnewdyery, 1026: 18—19,
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keine boswilligen, silbenstechenden Schwierigkeiten zu machen (Svoye-
paive), sondern sich an die vorausgeschickten Ausfithrungen zu erinnern.
5 Ty 88 atvnow®, fihrt er fort, ,paj tot sopanwiy dhha pavractuniy vorfsopey
nal & dpepd) tac pdv copatndc wwhosts nwelobar wi ooyywpdpey tig 88
pavtootirag Se§ddong dmopévery® (186 : 9—12). Unter den letzten Worten
darf man vielleicht eine vorgestellte, zu durchlanfende Reihenfolge
verstehen, unter dieser ,Bewegung® eines Punktes eine geordnete Folge
von Stellungen, unter dieser Art von Bewegung kaum mehr denn die
Zeit als eine nur gedachte Hilfsgrofe. Wie weit der letzte Schritt
in der Absicht des Proclus lag, steht nicht ohne weiteres fest, sicher
ist es aber, daf fiir diesen strengen Neuplatoniker eine geniigend be-
” grifflich aufgefafite Bewegung nicht aus der Geometrie verbannt zu
werden brauchte. Im Gegenteil, wir finden nicht lange nach Platon
und sicher nicht spiter als Euklid, in den ersten Definitionen des
Autolycus (8, 2:4—10) einen bereits sehr abstrakten Bewegungsbe-
griff, auf den die neugegriindete eudoxische Logoslehre angewendet
werden soll. Letzteres ist noch bei Proclus selbst lebendig (33,
30:11—12).

“Wir hatten in § 3 die Deutung gegeben, daf Platons Tadel viel-
" mehr die mechanischen Hilfsmittel treffen sollte. Beim Vergleich mit
der spiteren Entwicklung der Geometrie sind wir nicht verpflichtet
zu zeigen, daB man diese Mittel fortan einfach fallen lieB; noch in
spitester Zeit hat Isidor von Milet, nach einem Bericht seines Schiilers
Eutocius (84:8—11), einen ,Parabelzirkel* erfunden, und bereits in
den Problemata finden wir ein Stiick ,Scherengeometrie (914 a 256—389).
Es geniigt zu zeigen, wie sich die Theorie immer mehr und mehr von
den geritlichen Sondermittelchen losloste, und da8 im Vergleich mit
den theoretischen Liosungen die mechanischen nicht mehr als vollwertig
und beweiskriftiz angesehen wurden. Wir belegen zuerst diese Lios-
Issung und diese unterschiedliche Bewertung und zeigen dann, wie die
Entstofflichung der Kurvenlehre im einzelnen vor sich ging.

War den Mathematikern die Reinhaltung der Theorie Herzenssache,
so werden sie ihre Werke tiber mathematische Lehrstiicke auch theo-
retisch gebalten haben, aber ohne sich mit den nichttheoretischen
Methoden eigens auseinanderzusetzen. AuBerungen iiber diesen Punkt
‘sind daher weniger in den formgerechten Abhandlungen, als in den
Erlduterungsschriften zu den Mathematikern und Philosophen zu er-
warten. So erkennt Eratosthenes an, da8 Archytas und Eudoxus
logisch stichhaltige Losungen gaben (&moletxtndc) und wirft ihnen nur
die Unhandlichkeit ihrer Methoden vor (Eutocius 90 : 8—10). So unter-
scheidet auch Pappus zwischen der pryovnetipa tévecis und dem yew-
petpirivg dvaldsodar (258:22), und Sporus zwischen der pyyovinwrépa
(vazasxeor)) und dem Sevxvdpevoy mpofhnua (254 : 24—256 : 2). Ein Zusatz

e i
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zu Pappus stellt die dnddeiéic der dpyavenyy nataswevrj ausdriicklich ent-
gegen (164:1—3). Erkldrer des Aristoteles verfahren nicht anders;
Philoponus nennt eine zweite Wiirfelverdoppelung épyavirwtépa (25,
104:1) und Simplicius 16st die Unstimmigkeiten dariiber, ob die Kreis-
quadratur wirklich gelungen sei, zweimal durch die gleiche Unter-
scheidung in eine Opyovexd) ebpestc und eine dmodewwtiny 85, 112:2—3
= 87, 192:30 und 85, 46:1—3 = 88, 60:17—18). Viel frither aber
und nicht weniger deutlich wird dieselbe Unterscheidung von Archi-
medes gemacht; bei aller Anerkennung der Findkraft seiner ,mecha-
nischen“ Uberlegungen gibt er mehrmals zu, daf diese ywpic dmodsifeac -
und darum durch eine regelrechte geometrische Beweisfithrung zu
erginzen sind (II, 262:11—13 und 428:27—28). V

Waren die Einschiebungen fiir Aristoteles ein anerkanntes geome-
trisches Verfahren (Anal. post. 76b 9), so hat bereits Apollonius
tiber diesen Gregenstand eine eigene Abhandlung geschrieben, und- darin
wird die hippokratische Einschiebung villig theoretisch gelost (§ 5).
In diesem Fall gelang die Liosung mit Zirkel und Lineal; andere Ein-
schiebungen aber, die erst durch Kegelschnitte ersetzt werden konnten,
wurden nach Pappus wirklich so ersetzt: 280:21 ywpic tiic vedseag,
284 :4: &vev tijc veboswe. In den Fillen, wo selbst die Kegelschnitte
nicht ausreichten, unterwarf man die Kurven, welche die geritlichen
Losungen nahegelegt hatten, einer mehr und mehr theoretischen Be-
handlung. Die Winkelteilung hatte zu der (spiter sogenannten) Qua-
dratrix gefiihrt, die delische Aufgabe zur Kurve des Eudoxus, eine
Einschiebung an die Gerade zur ersten Muschellinie des Nicomachus,
eine Einschiebung an den Kreis zur Efeulinie von Diocles, die Kreis-
quadratur zu des Carpus ,Kurve aus zwei Bewegungen“. Weit ent-
fernt davon, diese Kurven zu verptnen, oder ihre Erforschung in der
Hoffnung auf eine Losung mit Zirkel und Lineal zuriickzustellen, suchte
man sie vielmehr in einer sicheren theoretischen Grundlage zu ver-
ankern und eine vollanerkannte Theorie der verschiedenen htheren
Kurven zu schaffen. Dies begann spiitestens im zweiten vorchristlichen
Jahrhundert und geschah:

1. Durch die Untersuchung der sopzmtoparce. Proclus
erklart die soprthpace als diejenigen Eigenschaften eines geometrischen
Gebildes, die aus der gewiihlten Definition folgen und ebensogut als
Kennzeichen des Gebildes dienen kinnen (79 : 19, 855 : 22 und 356 : 3—4).
Das Beispiel der Parallelen zeigt, daf sie mehr sind als blofe Um-
formungen der Definitionen, und dies geht aus einem Beispiel des
Pappus noch klarer hervor (350:25, die Minimaleigenschaft der Kugel).
Ihre Auffindung war somit eine wohlbestimmte wissenschaftliche
Leistung, die Apollonius bei den Kegelschnitten, Nicomedes bei den
viererlei Muschellinien, Hippias bei der Quadratrix und Perseus bei
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den Wulstschnitten nachgerithmt werden durfte (Proclus 356 : 6—12).
Nicomedes wird an anderer Stelle als Entdecker, nicht'nur der oopmté-
pota, sondern auch der tafic und der 7éveos der Muschellinien genannt
(Proclus 272:3—5), in Ubereinstimmung mit Pappus, der copmiopa
bald schlechthin (240: 26, 242:11, 244: 5, 252:2, 256 :28 und 286 : 14),
bald mit dem Beiwort apyxdv (234:19, 236:14 und 2562:21; wvgl
Apollonius, B, I, 4:3) in eine bestimmte Beziehung zur vévesic setzt:
diese gibt die bewegungsgeometrische Entstehungsart und damit wohl
die urspriingliche Auffassung der Kurve an (252 : 3—4), jene stellt die
daraus entstehende kennzeichnende Eigenschaft dar (252 :21—22), und
zwar als Grundlage fiir die bewegungsfreie Auffassung der Kurve als
eines geometrischen Ortes.

2. Durch die Anderung der Entstehungsart. DieZylinder-
spirale hat einen bewegungsgeometrischen Ursprung gehabt (Proclus
105:1—4), aber fiir Pappus war sie bereits durch ein ebpmtwpa fest-
gelegt (260:9) und ihre Theorie soll fiir ihn der Quadratrix zugute
kommen, indem diese Kurve nicht mehr durch eine eigentiimliche Be-
wegung in der Ebene, sondern durch Lotfdllung aus der Zylinderspirale
abgeleitet wird.

3. Durch die Schaffung neuer Fachausdriicke. Der
gleitende Stab, der Zapfen und die feste Leitkante der geridtlich be-
schriebenen Muschellinie werden unter der Hand des Nicomachus zum
 Drehpunkt (zéhog), zur Leitlinie (xavév) und zum Abstand (Srdotype,

Pappus 244 : 15—16 und Eutocius 100 : 12—15). Einschiebungen zwischen
die Schenkel eines Winkels werden alsdann wie eine streng theore-
tische Aufgabe behandelt (Pappus 246 : 8—14 und Eutocius 104 :1—3).
Nicomedes hat die Theorie seiner Kurve noch weiter ausgebaut,
obwohl ihm die M6 glichkeit einer geridtlichen Beschreibung gegen:
wirtig blieb (Pappus 244:21—28 und Eutocius 100 : 15—18). Seine
Bemiihungen um eine feste theoretische Unterlage fiir die Muschellinie
verleihen seinem Tadel gegen Eratosthenes eine grioBere Berichtigung,
als Eutocius anerkennen mochte: ¢ &p.nxo’wong te Spa %ol TempeTpri)s
gfewe otepnpévog (98:4—7).

4. Durch die Verwendung einer Kurve zu mehreren
Zwecken. Nicomachus verwendete seine erste Muschellinie einmal
zur Verdoppelung des Wiirfels (Pappus 56:7—8 und 242:13) und
dann auch zur Dreiteilung des Winkels (Proclus 272:38). Zu diesem
zweiten Zweck hatte sie auch Pappus auf seine Weise gebraucht
(246 : 1—3). Andere Muschellinien fanden bei Nicomachus andere Ver-
wendungen (Pappus 244 :18—20 und Eutocius 100:12—13). Die Qua-
dratrix des Hippias wurde zuerst fiir die Dreiteilung des Winkels be-
nutzt, spiter aber auch fiir die Streckung und fiir die Quadratur des
Kreises (Pappus 252:1 und 258:15—19).

e ot L
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Ist die Theorie einer Kurve einmal festgelegt, so wird es unnitig,
diese Kurve bei jeder neuen Anwendung von neuem zu erzeugen. Im
Vertrauen auf die bereits geleistete Sicherung des Lehrgebdudes darf
man sich die Kurve im Bedarfsfall als irgendwie hergestellt denken,
so daB die Geometer es sich in der Weise bequemer machen ktnnen,
wie Pappus einmal erzéhlt ,tvés 8 tijc yprjocwe Svena, mapanibévies navivas
(246 :15). Selbst der praktisch eingestellte Heron, der auf bequeme
Handhabung der Methoden so viel Gewicht gelegt hat (Pappus 56:12
und 62:17—18), erblickte im DMittelwertgerit nur den Ersatz fiir
eine schon geleistete theoretische Losung mit Hilfe von Kurven im
Raum (Archytas). Diese Auferung steht allerdings nur in der arabisch
erhaltenen Mechanik (18, Il, 24 :1—5).

Alle diese Tatsachen und noch mehr die weiteren Forschungen eines
Demetrius von Alexandrien, eines Philon von Tyana oder eines Mene-
laus iiber andere besondere Kurven zeigen nicht nur, daB eine ausge-
sprochene Loslésung der theoretischen Geometrie von der geritlichen
Praxis stattfand, sondern dariiber hinaus, daB Zirkel und Lineal von
den Zeiten des Apollonius und des Nicomedes an jedenfalls keine
hemmende Sonderrolle spielten, und da8 von diesen Zeiten an auch die
theoretische Geometrie die nitige Fiille von anerkannten héheren
Hilfsmitteln besaf, um die Frage nach der Leistungsfihigkeit von
Zirkel und Lineal mit vollem Bewufitsein zu stellen. Die Kreise und
Geraden der Ebene wurden bereits in den témer éninedor des Apollonius
zu einer in sich abgeschlossenen Kurvengattung zusammengefait (§ 12).
Hieraus allein ist es jedoch nicht moglich zu entscheiden, ob Apollo-
nius die Leistungsfihigkeit von Zirkel und Lineal bis zur Grenze des
Moglichen anspannen wollte.

Teil I1: Die planmiBige Pritfung weiterer Zeugnisse iiber eine
grundsiitzliche Beschrinkung auf Zirkel und Lineal.

Nachdem sich die Stiitzen der iiblichen Aussagen iiber Zirkel und
Lineal als zu schmal und zu wenig fest erwiesen haben, halten wir
nach anderen Zeugnissen Umschau, die auf unseren Gegenstand ein
helleres Licht werfen. Merkwiirdigerweise ist das sogenannte Hippo-
kratesfragment, das umfangreichste Zeugnis vorplatonischer Mathematik,
noch nirgends in unseren Zusammenhang hineingestellt worden 14). Aller-

%) Das Bruchstiick ist im Kommentar des Simplicius zur Physik von Aristoteles
enthalten (38, 54:12—69:49) und von Rudio gesondert herausgegeben worden (35).
Diese Quelle fiir die Geschichte der Mathematik tberhaupt nutzbringend gemacht zu
haben, ist nach Cantor (50, 202, Anm. 5), Heath (61, I, 183) und Rudio (35, 4) das
grofe Verdienst Bretschneiders (47, 99—124). Indes hatte der englische Neuplatoniker
Thomas Taylor bereits 1792 die Aufmerksamkeit vergebens auf dieses Zeugnis hinge-
lenkt (79, 1, 100). '
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dings stehen in diesem Bericht des Simplicius. iiber die Mondchen von |

Hippokrates ganz andere Dinge im Vordergrund, und es versteht sich
durchaus nicht von selbst, daf Fragen der geometrischen Herstellbar-
keit hier eine wirklich ausschlaggebende Rolle spielen. Es wird des-
halb notwendig, zuerst auf diese Quelle genauer einzugehen.

§ 5.

: Zirkel und Lineal bei den Miondchen des Hippokrates.

Der geometrische Sachverhalt — zunichst ohne jede Riicksicht auf
die geschichtlichen Zusammenhéinge — ist folgender. KEs liege ein
Kreisbogenzweieck vor, gebildet aus den Kreisbogen A und B, fiber
das wir zwei Voraussetzungen machen:

1., die Zentriwinkel von 4 und B verhalten
sich wie zwei natiirliche Zahlen p und ¢, wo-
bei p =>q.

2, die Halbmesser von A und B verhalten
sich wie V¢ und Vp.

Wir teilen den Bogen 4 in p und den Bogen
B in ¢ gleiche Teile und verbinden die benach-
! barten Teilungspunkte. Die so entstehenden
kleinen Kreisabschnitte mogen mit

Qgy Qog « vy Gy DZW. by Dy ooy b,

bezeichnet werden; wir sagen kiirzer ,die ¢* und ,die 5“. Alle a
sind untereinander kongruent und ebenso alle b unter einander. Jedes
a ist jedem b ihnlich, da alle diese kleineren Kreisabschnitte auf
Grund der ersten Voraussetzung den gleichen Zentriwinkel besitzen.
Zieht man jetzt den Hilfssatz heran, daf die Fldcheninhalte dhnlicher
Kreisabschnitte sich wie die Quadrate ihre Halbmesser verhalten, so
ergibt die zweite Voraussetzung, dafl der Inhalt eines jeden a sich zu
dem Inhalt eines jeden b wie g:p verhdlt. Da nun ihre Anzahlen
umgekehrt p bzw. ¢ sind, so ist der Gesamtinhalt aller a gleich dem
. Gesamtinhalt aller . Bezeichnen wir endlich mit M das Mondchen
zwischen den Kreishogen 4 und B, und mit 7 das -einspringende
(p + q)-Eck, das von den kleinen Sebnen gebildet wird, so entsteht V'
offenbar aus M dadurch, daB man alle ¢ wegnimmt und alle b hinzu-
fiigt. B und ¥V haben somit den gleichen Flicheninhalt. Da man
ferner nach Euklid (Buch II, Satz 14) jedes geradlinige Vieleck mit
Zirkel und Lineal in ein Quadrat gleichen Inhaltes verwandeln kann,
so ist jedes Mondchen, welches die beiden Voraussetzungen 1. und 2.
erfiillt, mit Zirkel und Lineal ,quadrierbar®.

Was wir von Hippokrates (um —450) iiber diesen Gegenstand be-
sitzen, ist nicht sein eigener Wortlaut, sondern ein Auszug, den Sim-
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plicius (um + 520) aus der Geometriegeschichte des Aristotelesschiilers
Eudemus gemacht hat. Simplicius scheint von dem Text des Eudemus
nichts weggelassen, wohl aber mancherlei Erlduterungen in der Rede-
weise des Euklid eingefiigt zu haben. Aber Simplicius kennzeichnet
seine Erlduterungen nicht als solche, und wie der Text der geschicht-
lichen Darlegungen von Eudemus sich zur urspriinglichen Schrift des
Hippokrates verhilt, wissen wir nicht.

Hippokrates gibt sachlich genaun die oben geschilderte mathe-
matische Uberlegung, aber nicht allgemein fiir beliebige Zahlenpaare
(p, 9), sondern an den drei Féllen (2,1), (3,1) und (3,2), jedesmal
einzeln auseinandergesetzt. Es ist kein Zweifel, da8 er den Grund-
gedanken durchschaut hat; ist es doch griechischer Brauch, einen
allgemeinen Satz nicht fiir beliebiges n, sondern fiir einen besonderen,
niedrigen Wert von n darzustellen. Sein Text zeigt auch dort, wo
der Wortlaut jeden Eingriff des Simplicius ausschlieft, die Merkmale
der strengen griechischen Beweisfithrung, wie wir sie aus allen spiteren
Schriften kennen. Bezeichnend fiir dies alles ist die Art, wie Hippo-
krates den allgemeinen Hilfssatz iiber alle Paare von #hnlichen
Kreisabschnitten bewufit an die Spitze des Ganzen stellt und damit
begriindet, daf Kreisinhalte sich wie die Quadrate iiber den Durch-
messern verhalten (85, 48:5—11 = 38, 61:5—9). Wie er diesen
letzten Satz bewiesen hat — ob mit Hilfe der Ausschopfung (Euklid
XTI, 2), oder durch ein évalhdé an zwei Quadraten mit einbeschriebenen
Kreisen, oder auf irgend eine dritte Art — wissen wir nicht. DaB
auch Eudemus iiber diese grundlegende Frage zur Geschichte der grie-
chischen Mathematik keine Andeutungen macht, ist zu bedauern, aber
fiir die gegenwiirtige Untersuchung unerheblich.

Im Vordergrund des eudemischen Berichtes steht der Nachweis des
Hippokrates, daf der #uBere Kreisbogen 4 im ersten der drei Fille
ein genaner Halbkreis ist, im zweiten gréfer und im dritten kleiner
als ein Halbkreis. Auch dieser Nachweis wird mit der vollen Ge-
nauigkeit der Griechen gefithrt. Dagegen tritt die Frage, die fiir uns
am wichtigsten ist, bei Eudemus sichtlich zuriick: n#mlich, wie hat
Hippokrates seine drei Mondchen hergestellt? In den beiden Fillen
(2, 1) und (3, 1) ist ziemlich unmittelbar zn sehen, daf sie mit Zirkel
und Lineal geleistet werden konnen, und die Worte des EKudemus
lassen durchblicken, daf Hippokrates sie wirklich so gezeichnet hat.
Das dritte Mondchen (3, 2) zeichnet er dagegen nicht — oder nicht
unmittelbar = mit Zirkel und Lineal, sondern mit Hilfe einer ,Ein-
schiebung“ (vebotc), und Eudemus bemerkt nichts dariiber, wie Hippo-
krates diese Einschiebung selbst bewerkstelligt hat.

Solche Einschiebungen kommen in der griechischen Geometrie ofter

vor und sind im allgemeinen nicht von der Art, daf sie sich mit Zirkel
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und Lineal ausfiihren lassen. Die erwidhnte Einschiebung des Hippo-
krates ist aber tatsdchlich mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar,
und wir erfahren durch Pappus sogar, dafl ihre Ausfithrung mit Zirkel
und Lineal in einem Werke des Apollonius gestanden hat (670 : 16-19).
Aber Pappus teilt nur die Tatsache mit, nicht die Einzelheiten der
Losung, und er sagt nichts dariiber, ob Apollonius diese Liosung von
Hippokrates iibernommen hat.

Auf der anderen Seite stehen wir vor der Frage, warum Hippo-
krates gerade diese drei Fille und keine anderen behandelt hat. Da
das Hauptstiick der hippokratischen Beweisfilhrung, die Umwandlung
des Mondchens in ein Quadrat, fiir alle Fille (p, ¢) zugleich gilt, so
kann der Grund seiner Beschridnkung auf die obigen drei
Fille nur in der Sorge um die Herstellung des einzelnen
Méondchens gelegen haben.

Fragen wir — wiederum ohne jede Riicksicht auf die geschicht-
lichen Zusammenhéinge — zuerst, wie es mit dieser Herstellung nach
dem heutigen Stande der Wissenschaft steht'). Man iiber-
sieht zunichst nicht unmittelbar, daB fiir jedes Zahlenpaar (p, g) ein
solches Mondchen fiberhaupt vorhanden sein kann. Euler ist der
erste, bei dem sich eine Uberlegung dieser Art findet (99). Bezeichnet
man mit ¢ den gemeinsamen Zentriwinkel aller p + g kleinen Kreisab-
schnitte o und b, so fithren die beiden Voraussetzungen 1. und 2. zu
der Bedmgungsglelchung

» sin p¢ sin ¢t
1 = —=
@ Vpt Vqt

Aus dem Verlauf der Funktion a/sin®z im Intervall 0 <z <= fol-
gert Euler (ohne den Satz als solchen aufzustellen), daB (1) fiir jedes

Zahlenpaar (p, q) erfiillt werden kann, also aus Griinden der Stetigkeit
und der Monotonie 16).

Die Herstellbarkeit der Winkel ¢, pt und ¢¢ mit Zirkel und Lineal %)

%) Die neuzeitliche Geschichte der quadrierbaren Kreismonde ist erst kiirzlich von
Wieleitner und Hofmann dargestellt worden (82). Die bald zu nennenden Ergebnisse
von Tschebotardw (114) konnten in diesem Programm noch nicht beriicksichtigt werden.
Dort stehen auch die Gesichtspunkte, unter denen wir Euler und Hutton anfiihren,
nicht im Vordergrund.

. 18 Siehe 99, §§ 7, 11 und 19. Gedanken dieser Art waren den griechischen Ma-
thematikern nicht ganz fremd. Ptolemaeus hat die Sehne des Winkels von einem Grad,
unter Umgehung einer kubischen Gleichung, mit Hilfe eines Satzes abgeschitzt, der

o . . . sinx
auf eine Monotonieeigenschaft der Funktion

hinausliuft und bereits von Aristarch

und Archimedes benutzt worden war (34, I, 43:6—9).
') Da die reellen, sich nicht tberschlagenden unter den Mondchen (np, ng) und
" (p, @) auf Grund der Eulerschen Uberlegung identisch sind, so dirfen wir in diesem

dx
H
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ist gleichbedeutend mit der Lisbarkeit der algebraischen Gleichung
(2) g7 —pei+2(p—q)"—pei+g = 0

allein mit Hilfe von quadratischen Zwischengleichungen. Mit den
Mitteln der Galoisschen Theorie hat man nun die Frage gepriift, fiir
welche (p, q) die Aufgabe mit Zirkel und Lineal lssbar ist. Bisher ist
es noch nicht gelungen, dies in allen F&llen zu entscheiden. Man kennt
die Losbarkeit von (2) unter der genannten algebraischen Neben--
bedingung auBer in den hippokratischen nur noch in den drei Fillen
(5,1), (5,3) und (9,1). Die Unldésbarkeit kennt man wiederum nur
in besonderen Fillen, und zwar:

1. nach Euler (99) fir (4,1), 4,38), (5,2) und (5,4). Die Durch-
filhrung des kubischen Falls (4, 1) findet man bereits bei Vieta (82, 17),

2. nach Landau (109) in denjenigen Fillen (p, 1), in welchen p prim
ist und nicht von der Gestalt 28+ 1,

3. nach U. Wegner — gemif einer miindlichen M1ttellung an
0. Toeplitz (80, 12) — auch in den restlichen Fillen (p,1) mit p prim
und von der genannten Gestalt,

4. nach Tschebotarw (114) in allen bisher unentschledenen Fillen,
in denen p und ¢ beide ungerade sind. Der eigentiimlich gelagerte
Fall (9, 1) bildet hier die einzige neue Ausnahme 18,

Von dieser Arbeit ist bisher nur der erste Teil erschienen.

5. durch eine Verschirfung des Eisensteinschen Kennzeichens schlieft
man leicht auch diejenigen Fille (p, ¢) aus, wo p prim, p == 241 und
jetzt allgemeiner 1 =g =<p-1.

Wenn es also die Absicht des Hlppokrates gewesen sein sollte, die
Herstellung seiner Mondchen mit Zirkel und Lineal zu leisten, so sind
ihm von den fiinf bis heute bekannten reellen Fillen lediglich die
letzten zwei, (B,1) und (5,3) entgangen. Die elementargeometrische
Konstruktion derselben ist erheblich verwickelter, und man kann sich
wohl vorstellen, daf Hippokrates ans diesem Grund nicht durchge-
kommen sein mag. Wenn man alsoannimmt, daf Hippokrates
seine Mondchen mit Zirkel und Lineal hat herstellen

Fall p und ¢ als teilerfremd voraussetzen. Alsdann gibt es zwei ganze Zahlen P und
Q derart, da8 Pp — Qg = 1. Das Winkelpaar p¢t und gt ist daher in genau den-
selben Fallen mit Zirkel und Lineal herstellbar, wie der Winkel ¢ selbst.

18) p = 9, ¢ = 1 ist der einzige giinstige Fall, in dem p nicht.selbst eine Prim-
zahl ist (Tschebotarsw, p. 173). Fir p prim sieht man mit Hilfe des Eisensteinschen

. Kennzeichens leicht ein, daB die linke Seite von (2) nach Abtrennung des trivialen

Faktors (2 — 1)? unzerlegbar ist. Fir p == 9, ¢ == 1 ist diese linke Seite zerleghar.
Einer der Faktoren hat Nullstellen, die mit Quadratwurzelzeichen darstellbar sind, aber
simtlich imaginir; der andere Faktor hat reelle Nullstellen, die aber mit Zirkel und
Lineal nicht darstellbar sind.
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wollen, so wire es jedenfallseinleuchtend, warum er aus
allen (p, q) gerade seine drei Fdlle herausgegriffen hat.

Gegen diese Annahme bieten sich eine Reihe von Einwendungen
dar. Einmal kénnte Hippokrates die Herstellbarkeit in irgend einem
anderen Sinne verstanden haben, der ebenfalls die Wahl jener drei
Fille verstindlich macht. Er kionnte z. B. den Wunsch gehabt haben,
die Existenz der Mondchen, die gewifi nicht unmittelbar anschaulich
ist, einzusehen — gleichgiiltig, mit welchen Hilfsmitteln). Anderer-
seits gibt die fehlende Behandlung der Neusis in dem Bericht iiber
den Fall (3,2) — insbesondere der Verzicht, wenigstens des Eudemus,
anf die an sich mogliche Ausfithrung mit Zirkel und Lineal — einige
Rétsel auf. Endlich konnte man geltend machen, dafi moglicherweise
Eudemus nicht alle Fille des Hippokrates in seinen Bericht aufgenommen
hat. Allen diesen Einwendungen miissen wir etwas genauer nachgehen,

Zur ersten Frage ist zu sagen, daf die Zulassung von hoheren
Hilfsmitteln, zum Beispiel von allen kubischen Neuseis, die Menge der
konstruierbaren Fille sofort vermehren wiirde. Denn wie Vieta be-
merkt hat, ist bereits der Fall (4,1) mit Hilfe der delischen Aufgabe
zu erledigen2?). Eine volle Ubersicht dariiber, welche Fille mit ku-
bischen Konstruktionen gelost werden konnen, ist von der heutigen
Mathematik noch, nicht geleistet worden. Wenn man bedenkt, wie
tiefe Sidtze der Galoisschen Theorie schon zu den oben angegebenen
Feststellungen notig waren, wire eine nicht ganz geringe Anstrengung
der modernen Mathematiker erforderlich, um diese durch die Geschichts-
betrachtung angeregte Fragestellung zu bewiltigen.

Das einzige, was geschichtlicherseits zu der ersten Frage noch bei-
gebracht werden kann, ist eine bisher nicht erwihnte Bemerkung von
Eudemus. Die ersten Worte, die aus seiner Geschichte der Geometrie
in den Bericht des Simplicius aufgenommen sind, bringen die Mondchen
in Verbindung mit dem vollen Kreis: ,Aber auch die Quadraturen der
Méndchen gehidren, wegen der Verwandtschaft mit dem Kreis, zu den
nichttrivialen geometrischen Lehrstiicken“ (S6¢avtec civar tay od% Em-

19) In den Fillen mit ¢ = 1 verhidlt sich die gemeinsame Sehne von 4 und B
zu den kleinen Randsehnen wie Vp zu 1. Die Existenz dieser besonderen Teilfolge
von Mondchen ist somit fir den heutigen anschauenden Geometer etwas leichter an-
zunchmen als die Existenz der tbrigen Fille mit ¢==2.

20) Hippokrates hat die delische Aufgabe ihrerseits auf eine andere zuriickgefihrt
(Proclus 213:8 zu draywy/ und Eutocius 88:18). Ob er die Zuriickfihrung der vor-
liegenden kubischen Aufgabe auf die delische so leicht im Rahmen der Elementar-
geometrie hiitte vollziehen konnen, ‘muf allerdings dahingestellt bleiben, hat sie doch
Vieta selbst erst durch die Mittel der neuerfundenen Algebra erschlosgen, Er geht
nimlich von dem Cardanschen Ansatz @ = 4+ v aus und erhilt « und » als die

ud

delischen Mi;teln zwischen den QuadratwurzelgroBen ﬁ:-<= W) und ..._(—:—_ ——)

<=
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wohaiwy Soypappdtey Std Ty olnetdtyra tiv mpde tov wdahov, 33, 48:1—2
= 38, 61:1-—-3). . Man konnte die Bemiihungen des Hippokrates um
immer weitere Mondchen der geschilderten Art fast als den Versach
deuten, den Kreis in endlich viele Mondchen zu zerlegen und damit
die Quadrierbarkeit des vollen Kreises darzutun. Dieser Eindruck
wird vertieft durch die Tatsache, daf Hippokrates nach dem Bericht
des Eudemus aufler den drei alleinstehenden Méndchen noch zwei weitere
Quadraturen geleistet hat, einmal die Summe von drei kongruenten
Méndchen und einem Halbkreis .(35, 84 :22—24 = 88, 57:17—18),
das andere Mal die Summe eines Mondchens und eines vollen Kreises
(35, 68:13—14 = 38, 67:11—13). Aristoteles selbst bezeichnet die
Quadratur des Kreises ,mit Mondchen zusammen® als einen Schritt
auf dem Wege zur Kreisquadratur (Anal. pr. 69 a 32—33). 'Philoponus
sagt dasselbe von den Mondchen schlechthin (24, 477 :1—5) und Sim-
plicins spricht nicht seltener als fiinfmal von einer Zerlegung des
Kreises in Mondchen (35, 36 : 18—38:20 = 88, 58:5—28). Jedenfalls
geht daraus hervor, dafl die Hilfsmittel, mit denen Hippokrates seine
Mondchen herstellen und quadrieren wollte, dieselben sein miissen, wie
diejenigen, mit denen die Quadratur des Vollkreises zu leisten war.

Rudio (35, 59) und Zeuthen (85, 176:18—23 und 91, 80) tun die
zweite Frage, die fehlende Behandlung der Neusis im Falle (3, 2),
mit der Bemerkung ab, daf diese Einschiebung nur geritlich ausge-
fiihrt wurde. Diese Einstellung hat die genannten Schriftsteller wohl
verhindert, einmal zu iiberlegen, wie die an sich mogliche Konstruk-
tion mit Zirkel und Lineal beschaffen gewesen sein kinnte, und ob sie
zu dem Wortlaut des Eudemus stimmen kann?2?).

Die Buchstaben in der nachfolgenden Lisung dieser Aufgabe sind
so gewihlt, dafl der Leser entweder den Anschlufi an Rudios Zeichnung
findet (35, 58 = 38, 64), oder aber die ganze Zeichnung unabhiingig
von Rudio verstehen kann. A B sei ein Durchmesser des Kreises
AORB, und O eine Halbschne, die im Punkte I' anf A B lotrecht
steht. Es sind Punkte E auf dem Bogen 4@ und Z auf der Strecke
@I so zu bestimmen, daf sie einen vorgegebenen Abstand (< AI)

1) Nicht jede elementargeometrische Konstruktion mit Zirkel und Lineal gewshrt
die gleiche Einsicht in die Mbglichkeiten, die Hippokrates offen standen. Die wirk-
liche Herstellung der Mondchen mit Zirkel und Lineal scheint zum Beispiel nach den
Inhaltsangaben von Wieleitner und Hofmann (82, 26—30) ebenfalls bei Wallenius (116)
gestanden zu haben, doch nur in dem unechten Sinn, daB die errechneten Strecken
einzeln nachgezeichnet wurden. Eine durchgehend geometrische Herstellung, die nicht
mit den errechneten Strecken arbeitet, wurde in den Fallen (3, 1) und (5, 1) von Hutton
gegeben (104, I, 327—3839). Den schwierigen hippokratischen Fall (3, 2) zeichnet auch
Hutton nicht eigentlich rein geometrisch, sondern wiederum nur in schrittweiser Nach-
ahmung der algebraischen Formeln (p. 332). !

i

Quellen u, Studien Math. Bd. III, 22
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besitzen und mit B zusammen geradlinig liegen. In dieser Allgemeinheit
wurde die Aufgabe von Apollonius gelost (Pappus 670: 16—19), wihrend
: Hippokrates selbst nur eine bestimmte
Lage von I' und einen bestimmten
Abstand ins Auge zu fassen brauchte.
Auf AT als Durchmesser schlagen
wir einen neuen Kreis AE'I" und
in diesen Kreis legen wir die Sehne
» E'Z’ so ein, daB B auf ihrer Ver-
ldngerung liegt und die Sehne selbst
d1e fiir E Z vorgeschriebene Lange besitzt. Diese kleine Zwischenauf-
gabe ist an derselben Stelle wie die Hauptaufgabe, aber leider ohne
Angabe der Losung, fiir dasselbe Werk des Apollonius bezeugt (Pap-
pus 670:23—24).. Eine Losung mit Zirkel und Lineal ist mdglich:
man zeichne in den Kreis A.E’'I" eine beliebige Sehne A4 von der
gewiinschten Linge ein, berithre 4 4 mit- einem konzentrischen Kreise
% und ziehe von B aus eine Tangente an x. Ein Kreisbogen um B
und durch E’ mdge dann den ersten Kreis A@®B in FE, BE mige
die- Halbsehne @' in Z schneiden. Wir behaupten, daf die Punkte
Z und E alles Gewiinschte leisten. Fiir die Geradlinigkeit von B,
Z und E ist bereits gesorgt. Es bleibt nur iibrig zu zeigen, daf
EZ = E'Z, '
Aus der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Drelecke BI'Z, BEA
folgt, dafl

1) BE.BZ=BA.BF,

und dies kann man auch daraus erschliefen, daf die Punkte 4 EZI
auf einem Kreise liegen. Die Punkte A E’'Z'I" liegen ebenfalls auf
einem Kreise, sodaf nach dem Sehnensatz fiir einen Aufenpunkt B:

@) BE .BZ' = BA.BI.

Die rechten Seiten von (1) und (2) sind identisch, und da BE = BE/,
80 ist auch BZ = B Z’ und schliefilich der Unterschied EZ = E'Z'.
Wer bei Hippokrates die bewuBte Auswahl derjenigen Mondchen posi-
tiv nachweisen will, welche mit Zirkel und Lineal herstellbar sind,
muB den positiven Nachweis liefern, daf er diese mehrschrittige qua-
dratische Konstruktion — oder eine ibr korperalgebraisch gleichbedeu-
tende — wirklich durchfithren konnte und durchgefithrt hat. Dazu
passen nun allerdings schlecht die Worte ,xoi néhv &znd t0d B émi ta
Z, H insledybacav® (35, 58: 16 = 38, 64:22), falls die hippokratische
Liosung damit treu wiedergegeben ist. Denn die angegebene Lisung
bestimmt Z aus E (bzw. E aus Z) erst durch die Verbindung mit B,
und- dies ist mit einer nachtriglichen Verbindung von B mit Z
schwerlich vereinbar. Eine andere Moglichkeit besteht allerdings darin,
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-dal Hippokrates E aus E' und Z aus Z' durch zwei unabhingige

Kreishogen um B bestimmt habe. Dann bliebe aber die Geradlinigkeit
von E, Z und B hinterher und ziemlich mithsam zu beweisen.

Eine zweite Losung mit Zirkel und Lineal wurde von Horsley aus-
einandergesetzt (65, 6, casus 4). Sie benutzt weniger die Kreissiitze
und die Ahnlichkeitslehre als die Anlegung (mapaBoly) und geht an
der Hilfsaufgabe vorbei, die fiir Apollonius bezeugt ist. Aber sie teilt
mit unserer Losung alle Eigenschaften der Punkte B, E und Z, auf
denen das besprochene Bedenken beruht.

Damit scheint glatt widerlegt zu sein, da8 Hlppokrates diese Neusis
mit Zirkel und Lineal bewiltigt habe, und eine solche Widerlegung

wiirde uns ndtigen, die oben aufgestellte Vermutung fallen zu lassen.

Der Umstand némlich, daff einzig die drei.hippokratischen Mondchen
mit Zirkel und Lineal und zugleich einigermafien einfach zu zeichnen
sind, 1468t nur dann auf eine grundsitzliche Auswahl des mit diesen
Mitteln Erreichbaren, wenn Zirkel und Lineal in allen drei Féllen
wirklich verwendet werden. Allein, zu der genannten Wider-
legung reicht unsere bisherige Betrachtung doch nicht ganz hin.
Zuerst wire es moglich, dafl Hippokrates diese Neusis zwar wirk-
lich mit Zirkel und Lineal geleistet hat, aber nicht in dem von Eudemus
benutzten Werk iiber die Miondchen, sondern in einer fritheren Abhand-
lang, etwa in dem Lehrbuch, das er ,znerst von den erwihnten® Ma-
thematikern verfafit hatte (Proclus 66 :8); Apollonius kinnte dann die
Losung der Aufgabe hierher bezogen haben, #hnlich wie er die ersten
Biicher seiner Kegelschnitte von den Vorgiingern iibernimmt und
verarbeitet. Unter dieser Voraussetzung kann man sich leicht vor-
stellen, dafl Hippokrates in dem folgenden Werk iiber die Mondchen
die Konstruktion als bereits geleistet heriibernimmt (xziohw ... vedovoa,
35, 58:9—10 = 88, 64 :17—18), aber im Laufe der weiteren Beweis-
fithrung doch einige Einzelheiten der Konstruktion wiederholen muB.
Weiter setzt eine solche SchluBweise voraus, dafi die betreffenden
Worte von Eudemus und nicht von Simplicius stammen. Man hat zar
Unterscheidung von eudemischen und s1mphclamschen Textteilen unter .
anderen scharfsinnigen Uberlegungen auch einen besonderen Priifstein
ersonnen, welcher diese Trennung erleichtern soll. Bretschneider (47,
114, Anm. 2) lenkte die Aufmerksamkeit darauf, daf die Benennung
der Buchstaben bald in der altertiimlichen Form ,td (anpsiov) &g’ @ A%,
bald in der kiirzeren, seit Autolykus und Euklid iiblicheren Form ,to

‘A“ erfolgt. Bretschneider vermutete, daf die erste Form fiir Hippo-

krates, die zweite fiir Eudemus kennzeichnend sei. Allman, Rudio

und Tannery ersetzten nachher den Gegensatz Hippokrates-Eudemus

durch den Gegensatz Eudemus-Simplicius. Wenn diese Scheidung auch

an der vorliegenden Stelle Recht behalten sollte, wiirden die
22%
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fraglichen Worte dem Simplicius zukommen, und der geschilderte Ein-
wand wiirde dann weniger ins Gewicht fallen. Neuerdings hat aber
0. Becker in einer noch nicht verdffentlichten Untersuchung eine er-
neute Priifung dieses Scheidungsmittels vorgenommen, die im ganzen
einen einheitlicher geschlossenen Eudemustext absondern wiirde, als
man ihn bisher abgesondert hatte. Seine freundlichst mitgeteilten Er-
gebnisse sprechen dafiir, daff unsere Stelle und ihre nichste Umgebung
(85, 58 :3—19 = 388, 64:7—24) mit Ausnahme der Worte dHméxstton
top f EZ int o B vebovsa dem Eudemus, ja vielleicht sogar dem Hippo-
krates selbst gehoren *2).

Die dritte Frage betraf die Moglichkeit, daf Eudemus nicht
alle Fille des Hippokrates in seinen Bericht aufgenommen hat. Der
Text liefert zur Entscheidung dieses Punktes keine Handhabe. Die
angefiihrten Einwiinde haben nichts daran geéindert, dafl die Annahme,
Hippokrates habe seine Mondchen mit Zirkel und Lineal konstruieren
wollen, die einige geblieben ist, die einleuchtend macht, warum er ge-
rade seine drei Fiille behandelt hat. Doch zeigen die Einwendungen,
daf der Nachweis dieser Annahme als der einzig moglichen keineswegs
gelungen ist. So hat also die Heranziehung des Hippokratesfragmentes
kein greifbares Ergebnis iiber Zirkel und Lineal erbracht. Sie hat
uns jedoch unzweideutig ergeben, daB Hippokrates die
Konstruktion der Méndchen als einen wesentlichen Teil
der Aufgabe erkannt und ihr einen uns freilich unbe-
kannten Sinn erteilt hat.

§ 6.
‘Kubische Aufgaben bei Platon.

Nachdem wir das umfangreichste Zeugnis vorplatonischer Mathe-
matik fiir die Frage nach einer bewufiten Stellungnahme zu Zirkel
und Lineal herangezogen haben, wenden wir uns nun zur Stellung-
nahme von Platon selber. Im ersten Abschnitt dieser Arbeit wurde
nicht selten die Ansicht angetroffen, daf Platon alle hthere Hilfsmittel

als Zirkel und Lineal habe verbieten wollen. Es hat sich jedoch ge--

zeigt, daB diese Ansicht in den bisher verwendeten Quellen keine hin-
reichende Stiitze findet. Wir miissen uns daher auch fiir diese besondere
Erage nach neuen Zeugnissen umsehen und wollen sie zunédchst an

%) Bin Vergleich zwischen dem Gebrauch und der Benennung des Punktes H er-
hoht die Bedenken gegen eine unverfeinerte Anwendung des Kennzeichens und trigt
zur Unterstitzung der Beckerschen Textzuteilung bei. Jener Punkt tritt in wenigen
Zeilen (11—18, bzw. 19—24) fonfmal auf, Er wird zunichst zweimal in der lingeren
Form genannt, aber nur als unbestimmter Punkt auf EH; dann in der kurzen Form

erst definiert, dann einmal in der kurzen und ein zweites Mal in der lingeren Form
benutzt, : o
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den Stellen suchen, wo Platon sich iiber wesentlich kubische Aufgaben
duflert oder mit solchen Aufgaben in Verbindung gebracht wird.

Derselbe Plutarch, der fiir eine Beschrinkung auf Zirkel und Lineal
durch Platon immer wieder angerufen worden ist, bringt zwei weitere
Nachrichten iiber die delische Aufgabe, wo diese nicht als fehlerhaft
gelost oder als  unsldsbar hingestellt wird, sondern nur als eine Sache
der hoheren Geometrie. An der ersten Stelle soll die Zweideutigkeit
der Gotterspriiche an einem Beispiel gezeigt werden: dem Gott Apollon
habe bei der Forderung an die Delier nicht so sehr die wirkliche Ver-
doppelung des Altares am Herzen gelegen, als vielmehr die Pflege der
Geometrie unter den Hellenen. Von der Aufgabe selbst heifit es da-
bei in einem Relativsatz ,8 tijc dnpac Efews mept yewpetpiay Epyov dothv®,
de Ei apud Delphos 386 E (iii). Die zweite Nachricht des Plutarch
entwickelt mit groferer Ausfiihrlichkeit denselben Gedanken: ,Sie
(d. h., die Delier) riefen in dieser Verlegenheit Platon zu Hilfe. Dieser
nun ... erklirte daraufhin, da der Gott mit den bildungschmihenden
Hellenen Spa8 treibe, {ihre} Unwissenheit verhthne und ihnen befehle,
sich mit der Geometrie zu beschiiftigen, und zwar nicht blof nebenbei.
Dle Hernahme (M) von zwei mlttleren Proportlonalen — das einzige
seine simtlichen Ausmessungen im gleichen Verhdltnis vergriofert
werden sollen — sei nicht die Leistung eines schlecht oder unscharf
blickenden Geistes, sondern eines Geistes, der in Bezug auf Linien die
duflerste Geiibtheit besitze (o yapror padroy, 0d8 oufhd Suavoiag dphdaye,
dnpws 88 g ypappig foxymévys Epyev elvar). Dies wiirde ihnen Eudoxus
von Cnidus oder Helicon von Cyzicus zustande bringen. Aber nicht
diese Sache selbst wiinsche der Gott, er befehle vielmehr den Hellenen,
sie sollten den Krieg und seine Ubel vermeiden, sich den Musen widmen,
ithre Leidenschaften durch Literatur und Wissenschaft beséinftigen und
g0 ohne Schaden und hilfreich mit einander verkehren, de Genio
Socratis B79 A—D (iii).

Die inhaltliche Zuverlidssigkeit dieser Nachricht ist durch unser
giinstigeres Urteil iiber Plutarch nicht gewihrleistet (§ 2). Die ange-
filhrten Worte vertragen sich mit der Moglichkeit, daf die Losung
der delischen Aufgabe in diesem Augenblick nur erhofft und von der
grofien Begabung eines Eudoxus oder eines Helicons erwartet wurde.
Falls man sich so schwer auf die Wahl der Worte stiitzen darf, spricht
Mg anstelle von sbpeotg eher fiir die Anwendung eines bereits vor-
handenen Verfahrens, als fiir das Suchen nach der erstmaligen Lisung.
Die Aufilerung gewinnt jedenfalls sehr an Inhalt und Ernst, wenn wir
sie in die Zeit verlegen, wo Archytas, Eudoxus und Menaechmus ihre
iiberlieferten und theoretisch tadellosen Lisungen bereits gefunden hatten.
Wir brauchen nicht gerade auf diese drei Losungen zu warten, denn
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Philoponus erziihlt allgemeiner, daf Platon die delische Aufgabe an
seine Schiiler stellte und dafi ,einige unter ihnen“ die gefundenen
Losungen niederschrieben (25, 102 : 22—23). Die Stelle gibt uns ferner
den ersten Wink dariiber, welche Rolle fiir Zirkel und Lineal wirklich
in Frage kommen: zunichst also die Rolle einer genauen, gegenstind-
lichen Grenzscheide zwischen elementarer und hoherer Geometrie. Wir
kommen auf diesen Punkt zuriick und werden feststellen, dafi Zirkel
und Lineal unter anderem tatsichlich als eine dldaktlsche Grenze
gegolten haben.

Die delische Aufgabe wird im Carpus Platonicum einmal ausdriick-
lich erwiihnt, allerdings nicht in einer echten Schrift, sondern im Si-
syphus 388 E. Sie wird dort, zusammen mit der Bestimmung der
Diagonale eines Quadrats, als Beispiel einer geometrischen Untersuchung
genannt, Der Geometer fragt nicht, so heifit es dort, ob die Diagonale
existiert oder nicht, sondern ,éndon tic 2oty pétpy mpde tag whevpds®, und
er fragt ebensowenig, ob der Wiirfel existiert, sondern ,émésog tic éott
Mre“.  Der Gesichtspunkt der Griofienbestimmung tritt hier in den
Vordergrund, vielleicht auch die nicht ganz scharf gepridgte Frage
nach der algebraischen Beschaffenheit von V2 und {2, jedenfalls er-
fahren wir nichts von irgendwelcher konstruktlonstheoretlschen Ein-
stellung. Insbesondere erfahren wir an dieser Stelle nichts dariiber,
ob die delische Aufgabe mit Zirkel und Lineal zu lésen sei, und ob
die Losungen mit hoheren Hilfsmitteln miBbilligt oder zugelassen
werden sollen.

Mit einer zweiten wesentlich kub1schen Aufgabe beschaftigt sich
Platon in einer echten Schrift, an der vielbesprochenen Stelle Menon
86 E—87B. Wir werden uns auf die Deutung stiitzen, welche diese
Stelle neuerdings bei Heath gefunden hat (61, I, 208—303), aber schon
frither von Mollweide (67, 31—64 und 115—122), von Butcher (48)
und von Cook-Wilson (1) klarer und klarer vorgeahnt worden war.
Heath macht iiber die Kenntnisse zu Platons Zeit keine neuen Voraus-
setzungen, vermeidet aber auch den entgegengesetzten Fehler, die Stelle
zu stark zu trivialisieren. Seine sehr sorgfiltige Begriindung 146t
sich in wenigen Zeilen nicht wiedergeben; sie wird dem Zweck des
platonischen Beispiels und zugleich den heutigen Kenntnissen iiber die
Fachsprache mehr als alle bisherigen Auslegungen gerecht. Der Nach-
weis, daB diese Aufgabe tatsdchlich nicht mit Zirkel und Lineal zu
losen ist, steht bei Heath und in der mathematischen Literatur nicht
fertig zur Hand und mdge hier in einem Zusatz nachgeliefert werden.
Dieser Zusatz wird Gelegenheit geben, den mathemat1schen Kern der
Heathschen Deutung zu schildern.

_ Die Bedentung der Stelle fiir die vmhegende Frage liegt mcht
in_ihren mathematischen Einzelheiten, sondern in der Rolle, die eine
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gewisse Nebenbedingung dabei spielt. Die Aufgabe ist dann und nur
dann léshar, sagt Sokrates, wenn diese Bedingung erfiillt werden kann.
Diese Bedingung ist aber nicht dafiir notwendig und hinreichend, daB
die Aufgabe mit Zirkel und Lineal lgsbar ist, sondern nur dafiir, da8
eine (reelle) Liosung iiberhaupt existiert. Sobald die Nebenbedingung
erfiillt ist, also eine reelle Losung vorhanden, gilt diese Aufgabe, ob-
wohl sie mit Zirkel und Lineal nachweislich nicht ausfiihrbar ist, bei
dem redenden Sokrates als losbar: sits asbvatov site wf. An unserer
Stelle steht wesentlich mehr als ein blofier Swptopde. Fiir einen solchen
hiitte die Angabe der oberen Schranke fiir 163 1o Fwpiov geniigt; und
wenn man diese Schranke nicht hitte bestimmen ktnnen, so wire mit
dem Hinweis auf ibr blofles Vorhandensein ein Beispiel zur dréheatg
der Geometer schon gefunden. Platon gibt mehr; er gibt dariiber
hinaus den ersten Schritt zu einer wirklichen Losung der Aufgabe.
Diese Liésung war fiir die Mathematiker um Platon durchaus kein
Ding der Unmdglichkeit; sie mufl ihnen im Gegenteil besonders nahe
gelegen haben, denn sie erfolgt durch die Schnittpunkte des gegebenen
Kreises mit derjenigen Hyperbel, welche Menaechmus in seiner ersten
Wiirfelverdoppelung verwendet (Eutocius 78 : 13, und namentlich 80: 2).
In beiden Fillen wird diese Hyperbel in der gleichen Weise aufgefafit,
némlich als der geometrische Ort, den wir heate durch die Gleichung
zy = ¢ darstellen. Die Aufgabe im Menon 86 E wurde daher mog-
licherweise unter den Augen von Platon geltst, vielleicht von Me-
naechmus selbst, und trotz des unvermeidlichen Gebrauchs der Kegel-
schnitte wird 1hre Ligsung, wenn. sie uberhaupt reell ist, stets als
dovatéy oder als pi adbvaroy angesehen.

Unsere Stelle spricht also dagegen, dafl Platon eine allgemeine Be-
schrinkung auf Zirkel und Lineal beobachtet wissen wollte, und legt
es vielmehr nahe, daB er kubische Mittel wenigstens bei der Losung
kubischer Aunfgaben gestattet hat. Der nun folgende mathematische
Zusatz schlieBt mit einer korperalgebraischen Uberlegung, die unsere
geschichtliche Auswertung der Menonstelle weiter unterstiitzen und
fir eine Einzelfrage des dritten Teiles dieser Arbeit die Grundlage
abgeben wird. ;

Mathematischer Zusatz zu § 6.

Die Unlésbarkeit der Aufgabe im Menon 86 E mit Zirkel und Lineal
wird von Heath in seiner Geschichte der griechischen Mathematik nur
als Tatsache erwdhnt. In dem rein mathematischen Schrifttum fehlte
bisher der Anlafi, diese algebraische Einzeltatsache formlich zn be-
weisen. Die Nachlieferung des Beweises wird anch der vorliegenden
geschichtlichen Untersuchung mehr als einmal zugute kommen.
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An den Durchmesser 4D B .eines Kreises®®) soll nach Heath ein
Rechteck ACED von gegebenem Flicheninhalt?) so angestreckt
werden %), daf das Restreckteck EDBF dem angestreckten #hnlich

. ist26). Spiegelt dann G den Punkt E in
£ i £ der Geraden AB, so wird damit die ge-

A\ gebene Fliche?) wirklich in der Gestalt
' “\{--- eines Dreiecks®) in den gegebenen Kreis
4 —1s  hineingespannt %), ‘
Um mit einer moglichst einfachen Glei-
chung zu schlieBen, nehmen wir 4B = 1,
die gegebene Fliche = 1:¢', AD = 2:¢y.
7 ;
Es ist dann
DB =1-2
cy

o = (3)-(3)-

Die Forderung AD.DE = 1:¢ driickt sich durch die Bedingungs-
gleichung

Q) y*—8cy +16 = 0

fiir die maBgebende Linge ¥ aus. Nach dem GauBschen Lemma ist
(1) fir ,den Wert ¢ = 1¢ unzerlegar, also um so mehr fiir ,¢ unbe-
stimmt“. Die Wurzeln y,, %5, ¥, ¥, von (1) sind daher entweder gar
nicht, oder paarweise und folglich alle mit Zirkel darstellbar. Nach
(1) gilt fiir sie zuniichst

(2) . 0= yx+y2+ys+y4'
Dann bilden wir drei neue Zahlen u,, , und u, mit

. Vu, = 4+Y%—Y—Y N
(3) 4]/-“2 = h~Y:t+Ys—Y. )

4V“a = yx"ye_ys'*"?h

und bemerken zunichst, da die Zahlen u, wegen der Lisbarkeit der
~ linearen Gleichungen (2) und (3) nach den y, genau dann mit Zirkel
und Lineal darstellbar sind, wenn die y diese Eigenschaft besitzen.
Die nenen Zahlen « sind nun die Wurzeln der Gleichung (der ,kubi-

) iy Soletoay adrob (d. h., ToD wdxhov) ypappivé.
) ,dle ©0 ywplové,
) prapatelvavta®, ,t0 mapatetapévovt.
) jolov &v abtd 10 mapatetapévov 1%
27) ,tpiywvov® in aussagender Wortstellung.
) & véude oy udxdoy dvtalivadt
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schen Resolvente “
[C) w—4du—¢c =0

Nach dem Gaufischen Lemma ist (4) fiic ,den Wert ¢ = 2¢ unzerleg-
bar, also um so mebr fiir ,¢ unbestimmt®. Eine unzerlegbare Gleichung
dritten Grades ist aber mit Hilfe von lauter quadratischen Zwischen-
gleichungen nicht 16sbar??). Wir buchen das genaue Ergebnis dieser
algebraischen Uberlegung wie folgt.

»Wird die gegebene Grife ¢ als eine Unbestimmte auf-
gefaBt, so ist die Aufgabe im Menon 86 E mit Zirkel und
Lineal nicht ausfiihrbar®.

Hier ist ein algebraischer Umstand hervorzuheben, der in der vor-
liegenden Arbeit zweimal wieder eine Rolle spielen wird. Die Vor-
aussetzung, da8 P(c), ¢ unbestimmt, als Grundkorper gewihlt wurde,
ist fiir das Ergebnis wesentlich. Gehen wir in (1).von ,c¢ unbe-
~stimmt® zu ,¢ = 2% also vom Grundkérper P(c) zum Grundkérper
P iiber, so wird (1) zerfdllbar sein:

y'—16y+16 = (y—2) (¥ +2¢" +4y -8
und eine Waurzel y = 2 besitzen, die mit Zirkel und Lineal darstell-
bar ist. Dies kann auch fur.andere » Werte von ¢ vorkommen, und
die Aufgabe ist in allensolchen Fiéllen ,mit Zirkel und Lineal ldsbar®.
Das steht mit unserem Ergebnis keineswegs -im Widerspruch; denn der
Grundkérper ,P(c), ¢ eine gegebene Griofe® ist keineswegs ein be-
sonderer Fall des Grundkorpers ,P(c), ¢ eine Unbestimmte®,

Hitte nun Platon ein lebhaftes und dauerndes Interesse gehabt,
allen Einzelfillen von Lisbarkeit mit Zirkel und Lineal nachzuspiiren,

29) Dieser Satz wird in den iiblichen Darstellungen entweder im Sonderfall und etwas
umgtindlich bewiesen, oder aber als triviale Folgerung aus einer weit tieferliegenden
Theorie. Der Hauptschritt 1i8t sich jedoch auf andere Art verallgemeinern und dank
dieser Verallgemeinerung leichter begriinden.
~ Hilfssatz: Ist ein Polynom n-ten Grades f(x) iiber dem Grundkorper % unzerleg-
bar, und gilt im Polynombereich % [] die eindeutige Zerlegbarkeit in Primpolynome, so
kann f(x) nur dann in einer endlichen algebraischen Erweiterung K vom Relativgrad
p tber k einen Faktor m-ten Grades g(x) abspalten, wenn jeder zu m fremde Teiler
von # in p aufgeht.

Anwendung: Man nehme in dem vorliegenden Fall # == 8, m == 1 und p eine
Potenz von 2,

Beweis: Wir nehmen in K{z] die Zerlegung f(z) = g() h(x) an und gehen
innerhalb der (dessentwegen zu bildenden) Galoisschen Hille von X itber k zu den
Normen dieser Polynome iber: f(x)? = N(g) N(k). Hier stehen auf beiden Seiten
Polynome aus k{x], woselbst f(x) prim ist und die eindeutige Zerlegbarkeit gilt. Daraus
schlieBen wir, daB N(g) = F(x)%, ¢<p. Die beiden Seiten dieser Gleichung haben
die genauen Grade mp = ng; und darum muf jeder zu m fremde Faktor von n inp
aufgehen. :
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so hitte Menon 86 E leicht eine andere Wendung nehmen konnen:
»Fragt man die Geometer, ob eine Aufgabe mit Zirkel und Lineal
Iosbar ist, so antworten sie wohl: Wir wissen es nicht, aber wir be-
sitzen ein Kennzeichen, das dariiber entscheidet, oder wir kennen
Einzelfille, wo das mﬁglich ist¢. So lautet die Stelle nicht. Viel-
leicht hat Platon zufillig ein anderes Beispiel zur omébeoic gewahlt‘
vielleicht kannte er quadrat1sch lésbare Einzelfille aber kein Kenn-
zeichen, vielleicht besaB er ein erstaunlich sicheres Gefiihl fiir unseren
algebraischen Unterschied zwischen beliebigen Werten und Unbe-
stimmten, vielleicht lag ihm gar nichts daran, auch bei kubischen Auf-
gaben simtliche ,Sonderfille von Losbarkeit mit Zirkel und Lineal®
aufstébern zu lassen.

§ 7.
Kreis und Gerade als Urkurven bei Platon,

Das Ergebnis von § 8 lenkt die Aufmerksamkeit auf eine zweite
Fundstitte von mittelbaren Zeugnissen iiber die Stellungnahme Platons
zu Zirkel und Lineal. Wird an den beiden Plutarchstellen die Zu-
flucht zu geritlichen Mitteln geriigt, so kommen Zirkel und Lineal
als Gegenstand des platonischen Tadels auch deshalb weniger in Be-
tracht, weil sie ebenfalls geritliche Mittel sind. Dieser Umstand wurde
von Descartes hervorgehoben (93, 315 = Oeuvres V1, 388) und gilt
so sehr, daB Pappus drei geometrische Herstellungen ,organisch® nennt,
die allein mit Zirkel und Lineal erfolgen (1082 :2, 1098 : 10 und 1108: 22).
Es wire in der Tat eine merkwiirdige Unfolgerichtigkeit, wenn Platon
alle anderen Geriite als sinnfillig und stoffhaft verboten und Zirkel
und Lineal, die nicht weniger sinnfillig und stoffhaft sind, gestattet
bitte. Die Beschrinkung auf diese Hilfsmittel mufte, wenn Platon
sie auferlegen und diese Widerspriiche dennoch vermeiden wollte, durch
die Beschriinkung auf Kreis und Gerade als Hilfskurven ersetzt werden.
Wir wollen uns daher die Frage stellen, ob diese Kurven bei Platon
selbst irgendwie als die Grundlage aller anderen angesehen werden,
und ob sie von ihm in einer solchen Weise bevorzugt werden, daf ihr
Gebrauch bei der Liosung von Aufgaben mit beriihrt wird.

Es gibt in der Tat bei Platon, und auch iiber ihn einige Stellen,
die beim Aufkommen der bisherigen Anschauungen vorgeschwebt haben
konnen. Sie sind alle von der Art, daf in ihnen der Kreis und die
Gerade gewissermaﬁen als die beiden Urkurven auftreten, und es wird
die Frage sein, ob diese Stellen einen Hinweis enthalten, Kreis und
Gerade im Sinne von Zirkel und Lineal zu verstehen.

Proclus schreibt: ,6 pdv Hhdtev tic ypapune Sbo t& dmhedorara nal
apyosdéotata Oépevog etdn, Ty te edlclay nal tiy mepupepd], t& dAha mhvea
xatd pifty &x todtwy dpistyow® (103 : 21—104 : 2). Wir bemerken zunichst
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mit Heiberg (64, 13), daf Proclus bald nachher die aristotelische Ein-
teilung der Bewegungen von der Einteilung der Linien nicht ganz
scharf getrennt hat. An unserer Stelle kann er eine #hnliche Uber-
tragung, nimlich die von der Einteilung der syvpata im Parmenides
(siehe unten) auf die der Linien, vorgenommen haben. Jene Stelle im
Parmenides ist dem Proclus gewifl gegenwiirtig, denn er spielt dent-
lich (104 : 8) auf die vorangehende Parmenidesstelle an (odt’ dpa 3hov.
fstar th €v) und nennt diese Schrift und ihren Verfasser mit Namenv
wihrend seine Beispiele von gemischten rdumlichen Figuren (104 : 20)
- mit den Beispielen in seinem Parmenideskommentar iibereinstimmen
(31, 878:15—25). In demselben Kommentar werden die Linien und
die Figuren durch eine gemeinsame Eigenschaft verkniipft, gerade um
zu zeigen, daf diese Eigenschaft die Figuren nicht hinreichend kenn-
zeichnet, 878:30—33. Proclus hat in seinem Bestreben, die Unter-
scheidung zwischen ,Grenze, Unbegrenztem und Gemischtem® iiberall
anzuwenden, die entsprechende Einteilung bei den Linien; in Anlehnung
an die Parmenidesstelle iiber die Figuren, vielleicht selbstiindig —
oder wenigstens ohne unmittelbare platonische Vorlage — unternommen
(vgl. 144 :14—18). Einerlei aber, ob seine Aussage eine nachtrigliche
Deutung ist, oder eine Uberlieferung aus Platons Zeit enthiilt, in
beiden Fillen héngt ihre Bedeutung fiir die konstruktionstheo-
retische Frage nach Zirkel und Lineal noch sehr davon ab, in
welchem Sinne die anderen Kurven nach der Redeweise von Platon
und Proclus aus Kreis und Gerade ,gemischt® sein sollen. Es emp-
fiehlt sich jedoch, diese Frage solange zuriickzustellen, bis die iibrigen
Quellen dieser Art zusammenflieBen konnen.

Im Parmenides ist die Teilnahme an oyfjpa durch die Teilnahme .
am Runden und am Geraden bedingt und deshalb dem Einen abzu-
sprechen: ,Kai &vev oyrpatoc dpac obrte yap dv otpoyydhev obre edbiog
petéyot* 137 DE).  Zrpoyydhov (verstehe oyfpa) bedeutet dabei nicht in
beliebiger Weise krumm, sondern genau kreis- oder kugelrund: ,Ycpoy-
1Ohoy ¢ mad ot tobro, b dv t& Eoyata waveayi awd tod péoov ooy dméyn“.
Im siebten Brief erscheint dasselbe Begriffspaar in der spitere iib-
licheren, aber schon an unserer Stelle vorkommenden Benennung ebfbc-
weppeprc aber immer. nur in Verbindung mit den syfjpara. Diese sind
gemdB einer anderen Parmenidesstelle entweder gerade oder kreisrund
oder ,aus diesen beiden gemischt“ (145 B).

Was ist aber ein oyfjpa? Von Euklid an bedeutet das Wort mcht
etwa eine vollig beliebige Kurve oder Fliche, sondern ein regelmiBig
berandetes Stiick der Ebene oder des Raumes: ,oyijpns 2ot t dmd tvdg
7 tvey Bpwv mepeydpevov® (Buch I, Def. 14). Dementsprechend treffen
wir in Buch I bei den Definitionen des Kreises und des Halbkreises,
in Buch XT bei denen des Prismas, der Kugel, des Kegels, des Zylinders
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und der fiinf platonischen Kiorper stets die Worte ,mzpteydpevov® oder
,mepthnebéve.  Die Scheiben des Kreises, der Ellipse und der ge-
schlossenen Efeulinie sind nach Geminus oyjpate (Proclus 111 :5—8),
wihrend die Parabel, die Hyperbel, die Muschellinie und die gerade
" Strecke nicht zu den ,oynporonowdont’ unter den Linien gehoren; zu
den rdumlichen oywpara zihlt bei Epikur auch die Eigestalt (nach
Diogenes Laertius, 11, X, § 74). Selbst auf krummen Flichen gibt es
oyjpata, aber auch hier sind es allseitig begrenzte Flichenstiicke mit
einem Rand von regelmiiBiger Gestalt, wie bei Pappus das (eulersche)
Kugeldreieck (476 : 16—17). So wenig ist die Berandung als selbsténdige
Kurve zu denken, daf Proclus das einspringende Vierseit ein vier-
seitiges Dreieck nennt (329:1). Aber auch in platonischen Schriften
hat das Wort oyfjpa diese Bedeutung und nicht die Bedeutung einer
ganz beliebigen Kurve: Sokrates erklirt es voriibergehend als eine
Begleiterscheinung des farbigen Gegenstandes oder der Oberfliche,
endgiiltig als otepeod wépac (Menon 75 B und 76 A), und so heifen
im Timaeus die Kugel und die platonischen Kérper (33 B, 54 C und
ofter). Die regelmiifigen Figuren der Ebene und des Raumes lassen
sich nun in der Tat in geradrandige (Vieleck, Vielflichner), rundrandige
(Kreis, Kugel) und gemischtrandige (Halbkreis, Kegel, Zylinder) einteilen.
Aber diese Einteilung iibertrigt sich von den Figuren, die man zuerst
betrachtet hatte, hochstens auf diejenigen spiter entdeckten Kurven
oder Bogenfolgen, die im Sinne des Geminus’ synpatorowedsar sind, nicht
auf die 27 dmerpoy éxBalhdpevar’, wie Parabel, Hyperbel oder Muschel-
linie. Unsere Parmenidesstellen reichen nicht hin um zu zeigen, da8
die offenen Kegelschnitte nach Platons Ansicht am Geraden und am
Kreisformigen teilhaben. Noch ferner liegt es, auf Grund dieser Stellen
anzunehmen, daf der Gebrauch der Kegelschnitte nach Platons Ansicht
durch den Gebrauch von Zirkel und Lineal zu ersetzen gewesen sei.
Nicht einmal die sehr ausfiihrliche Erklirungsschrift des mathematisch
so gut unterrichteten Proclus (81) bringt die Stelle mit unserer Frage

in Berithrung. ‘ :

Eine Forderung, alles mit Zirkel und Lineal zu erledigen, konnte
man aus dem Teilwortlaut einer anderen Stelle bei Proclus heraus- .
pressen wollen: Aty %ot 0 Ikdtwy ... B& tav émasdov 7éioo Syhodv®
(92:9—11). Die (zémor) &ninedor sind nach Pappus ja nichts anderes,
als Gerade und Kreis (662:11 und § 9).

Die Umgebung der Stelle strdubt sich gegen eine solche Deutung.
Die geschlechtverdeckende Form &mmédwv in Zeile 11 erweist sich in
Zeile 12 als' séchlich; es sollen die sopate (Urstoff-Vielflichner, wie
Timaeuns 556 D—b6 A) in jhre zweierlei Dreiecke aufgelost und nachher
zu anderen ocaopate . wiederzusammengesetzt werden. Wirkliche Bei-
spiele dieser Art von Naturerkldrung kommen im Timaeus (56 DE)
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- und bei Diogenes Laertins iiber Platon wirklich vor (III, § 70 am
Schlufl). Der ununterbrochene Wortlaut macht es klar, daB es sich
nur um die naturphilosophische Darstellungstechnik handelt (92 : 9—13).

Im Philebus scheint Platon den Kreis und die Gerade in ganz
anderer Weise zu bevorzugen. Bei der Erorterung der Liiste schreitet
Sokrates von den gemischten zu den reinen vor. Rein und von einem
vorhergehenden Schmerz unabhéngig sind die Liiste, die sich auf schione
Farben, Gestalten, T¢éne und Geriiche beziehen. Protarchus bittet
um grofere Deutlichkeit und erhilt die Antwort, diese Schonheit der
Gestalt solle nicht im landldufigen Sinne verstanden werden, sondern
086 T Méyo wel mepupepiic wal dmd tobrey &Y & e Tépvorc yryviweve Emi-
medd te %ai oteped wal tolg naveat xal ywviog, s pov povBavers, 51 C.

Sokrates leitet seinen Zuhorer in sehr geschickter Stufenfolge von
der Schinheit der Natur ({wwv) iiber die Schénheit der Kunst (fwypa-
onudtey) und der Technik bis zu den Schonheiten rein geistiger Ordnung
(nabrjpata, 52 A), Die runden und geraden Gegenstiinde, die hier in der
Mitte stehen, gehdren noch zur Aufienwelt und fallen noch unter die Sinne,
aber sie erhalten durch die Aufprigung einer begrifflich bestimmten,
geometrischen Grestalt und durch die geriitlich erreichte Genauigkeit
derselben einen gewissen Anteil an der hiheren, geistigen Schonheit
der geometrischen Wissenschaft. Diese Schionheit verdanken sie nicht
mehr, wie die (wypopfpara, der tremen Nachahmung eines schonen,
aber naturgebundenen Gegenstandes, sondern der Nachahmung einer
geometrischen, also einer rein begrifflichen Gestalt. Die hier genannten
Beispiele brauchen nicht als eine Aufzéhlung von gewollter Vollstindig-
keit verstanden zu werden. Das Ziel des Sokrates besteht darin, daff
er den langsam mitkommenden Protarchus irgendwie zu den geistigen
Schonheiten hinfiihrt, und deshalb darf er sich keiner anderen als der
denkbar einfachsten Beispiele bedienen. Gestalten aus der hdheren
Geometrie zu nennen, wiirde Protarchus nur verwirren und dem didak-
tischen Geschick des Sokrates widersprechen.

Aber auch diese einfachen Beispiele werden an unserer Stelle auf
keinen weiteren geometrischen Zweck hingeordnet. Die Grestalten sind
‘in sich schon, nicht relativ (odx ... mpég tv. .. & A& ... % abdrd), sie
sind fertige Gestalten und werden mit keinem Wort als Hilfskurven
zur Losung von Awufgaben oder zur Herstellung von gewiinschten
Strecken hingestellt., Sie stehen ferner nicht als zusammengehdrige
Hilfsmittel da, sondern als einzelne getrennte Gestalten. Die Stelle
ist mit der Ansicht, daffi Kreise und Geraden den Grundstock aller
geometrischen Gebilde ausmachen — falls eine solche anderweitig be-
griindet wire — vertréglich; aber sie enthdlt keine Handhabe, um
mit den Tadelstellen -aus Plutarch zusammen gegen alle Zeugnisse von
§ 6 jene Ansicht aufrechtzuerhalten.
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Es fehlt aber auch jede Andeutung, daf es neben dem Geraden
und dem Runden auch andere, aus diesen gemischten Gestalten
gebe. Die Worte ,dnd tobrwv* scheinen zwar in diese Richtung zu
weisen, aber mit den genannten Werkzeugen ist es neben dem ganz
Runden und dem ganz Greraden nur moglich, das stellenweise Runde
und anderswo Gerade zu erzeugen, nicht etwa Ellipsen oder Parabeln.

Unser Zogern, in Philebus 51 C eine allgemeine geometrische
Vorschrift zu erblicken, wird durch einen besonderen Umstand ver-
stirkt. Neben das Lineal und den Zirkel oder Drehbank tritt hier
der Setzwinkel, obwohl man die Lote seit Oinopides allein mit Zirkel
und Lineal zu fillen und zu errichten wufite (Proclus 283 : 7 und 333 :5). -
FaBt man -diese Geriite aber nicht als geometrische Hilfsmittel oder
als Reifizeug auf, sondern als Werkzeuge der Stoffbearbeitung, so
bleibt man bei der vorgeschlagenen Deutung der Stelle und versteht
viel leichter, warum der Setzwinkel hier genannt werden mufl. Das
geometrische Verfahren des Oinopides eignet sich ndmlich nur fiir das
Reifibrett und versagt vollig, wenn man eine Holzplatte genau recht-
winklig machen will. Aus allen diesen Griinden tragen wir Bedenken,
aus der angefiihrten Philebusstelle eine grundsétzliche Auflerung iiber
Zirkel und Lineal bei der Losung von theoretischen Aufgaben heraus-
zulesen, zumal die eigentlichen pabvpata erst spiter an die Reihe
kommen (52 A), und zumal die Gerdte =avév und tépveg zweimal in
nichster Nihe als technische, und als technisch berechtigte
Werkzeuge aufgefiihrt sind (56 BC und B).

Die schwachen Anklinge an Zirkel und Lineal haben sich entweder
als sachfremd erwiesen, oder sie brachten diese Gerdte mit der Losung
von Aufgaben nicht ersichtlich in Verbindung. Auch eine lingere,
hier unterdriickte Untersuchung iiber die Begriffe ozolds, nopmidhog,
otpoyybros und mepupepric, vor allem bei Platon, Aristoteles und den
Kommentatoren zu beiden, sowie iiber die Art ihrer Gegensitzlichkeit
zum 066 erzielte fiir die gegenwirtige, streng konstruktions-
theoretische Frage keine greifbare Ergebnisse. Eine Moglichkeit
bleibt dabei noch offen: eine Forderung oder eine Hoffnung, wenig-
stens theoretisch alles auf Kreise und Geraden zuriickzufiihren, konnte
mit dem Sinn gegeben werden, in welchem alle anderen Kurven
aus diesen beiden ,gemischt“ sein sollen. Dariiber unter-
richten uns am klarsten Geeminus und Proclus.

Zu den gemischten Linien zihlen die Efeulinie, die Kugelspirale,
die Kegelspirale, die Kegelschnitte, die. Wulstschnitte (Proclus 111:12
und 15—19), die Ellipse noch zweimal (159 : 17—21 und 391 : 20—392: 1),
die Quadratrix, die archimedische Spirale und die Muschellinie (272:4
—10). . Daf} schlechthin alle anderen ebenen Kurven als Gerade und
Kreis, alle anderen Flidchen als Ebene und Kugel ,gemischt¢ sind,
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bringt Proclus mittelbar, aber eindeutig zum Ausdruck (118:26—119:5).
Die regelméBigen Figuren werden hier, wenn auch gleichlaufend, so
doch in klarer Trennung von den Linien eingeteilt: eben und ge-
mischt sind Kreisabschnitt und Kreisausschnitt, riumlich und gemischt
sind Kegel und Zylinder (113 :17—19).

Der Umfang des Begriffs ist damit klar umgrenzt. Geminus selber
mahnt uns, auf die verschiedenen Arten der Mischung zu achten (Pro-
clus 117:22—25). Bei der obvbeoic folgen die Bestandteile zugweise
auf einander, bei der =xpdsic sind sie wenigstens durch geeignete
Schnitte wieder zum Vorschein zu bringen, bei der eoyyvoic sind die
" Bestandteile unwiederbringlich mit einander verschmolzen (118: 3, 6, 20).
Die einziigigen Linien (&sbvfetor) kbnnen nach Geminus nur durch
odyyvatg, die Flidchen nur durch wpéoic gemischt sein. Die gemischten
Linien wiren demnach durch kein geometrisches Verfahren in ihre
Bestandteile aufzultsen, so daB der Gedanke fern gelegen haben muB,
ihren Gebrauch durch den Gebrauch der reinen Bestandteile zu er-
setzen. Eine Anspielung auf Zirkel und Lineal ist auch deshalb weniger
leicht anzunehmen, weil hier die Rolle von Kreis und Gerade in
der Ebene fiir den Raum durch Ebene und Kugel iibernommen
wird. :

Proclus vergleicht die Arten der Mischung mit den Arten der Er-
zeugung von Kurven. Die Zylinderspirale ist gemischt und entsteht
durch zwei ungleichartige Bewegungen (105 : 20—24). Aus zwei gleich-
artigen Bewegungen kann aber sehr wohl, wie Geminus mit Recht
bemerke, eine einfache Linie entstehen, wie 106:3—6 die Gerade und
106 : 9—12 der Kreis: gleitet eine Strecke zwischen den Schenkeln
eines rechten Winkels, so beschreibt der Mittelpunkt einen Kreis, alle
iibrigen Punkte Ellipsen. Andererseits brauchen gemischte Linien
nicht erst durch eine mehrfache Bewegung zu entstehen. Die Kegel-
schnitte sind gemischt und entstehen als Schnitte, andere Kurven sind
gemischt und beruhen auf einer Fliche als Grundlage (117:17-—19).
Die Gemischtheit und die Erzeugungsart bleiben also nach
beiden Richtungen hin von einander vllig unabhiingig.

Die Moglichkeit aber, alle gemischten Linien durch eine geeignete
Verbindung von geradlinigen und kreisliufigen Bewegungen zu erzeugen,
bedeutet in der Sprache von heute nichts mehr, als daB die Kurven
Gleichungen in Polarkoordinaten besitzen — sofern man jene Be-
wegungen nur der Bahngestalt nach betrachtet und die gleichférmige
Geschwindigkeit nicht fordert. Vom Standpunkt der Herstellbarkeit
mit Zirkel und Lineal kommt es jedoch nicht darauf an, wie die be-
nutzten Kurven in ihrer gesamten Ausdehnung als vorliegende, fertige
Gestalten abgeleitet werden konnen. MaBgebend ist vielmehr, wie
man ihre Schnittpunkte bestimmen kann, und zwar auch dann be-
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stimmen, wenn die Kurven nicht fertig vorliegen, sondern durch gerade
hlnrelchende Angaben im einzelnen festgelegt sind. Wenn die Schnitt-
punkte nicht fiir sich allein mit Zirkel und Lineal zu finden sind, so
ist die ganze Aufgabe mit Zirkel und Lineal nicht zu losen. Eine
Forderung, alle gesuchten Punkte und Strecken allein mit diesen Hilfs-
mitteln zu bestimmen, ist daher mit den Worten ,alle anderen Gat-
tungen von Kurven 1dft er aus diesen beiden gemischt sein“ auch nach
dem mathematischen Sachverhalt nicht gegeben.

Ein weiterer Grund, diese hohere Urspriinglichkeit von Kreis und
Gerade nicht im konstruktionstheoretischen Sinne von Zirkel und
Lineal zu verstehen, liegt darin, daf man selbst zwischen diesen beiden
Kurven einen Unterschied der Urspriinglichkeit hat feststellen wollen.
Von kleineren Unterschieden an Schonheit und an Vorrang in bezug
auf die Bewegungsarten -sehen wir ab®). Deutlicher ist eine Stelle
bei Plutarch iiber die Frage, waram Platon fiir die regelmifigen
Korper zweierlei Dreiecke als Bausteine aufstellt und das Runde génz-
lich iibergeht. Als zweite Erklidrung schligt Plutarch vor: ,Oder ist
_ das Gerade seinem Wesen nach frither als das Runde?¢, Quaestiones
Platonicae V, §2 (vi, 130:14—16). Dies wird bejaht, auf ver-
schiedene Arten begriindet, und in die Worte zusammengefait: ,Daf
das Geradlinige vorangeht, und da8 das Kreisformige erst nachtriglich
und begleitenderweise zustandekommt, hat Platon gezeigt® (aber wo?).
Bleiben Plutarchs Begriindungen noch etwas unscharf, so sagt Proclus
kurz und biindig: ,36fete &' dv dppotépmy 0dRY ATAGY T@Y Ypappdy, TiS
edfsiog %ol tijc mepupepods, amhovotépa palkov 1) sddeio elvon® (106 : 20—22).
Als Griinde gibt er an: einmal die Strukturhaftigkeit des Kreises, die
mit dem innewohnenden Gegensatz ,hohl-erhaben* gegeben ist, und
dann den Umstand, daB der Kreis die Gerade voraussetzt, aber nicht
umgekehrt (106 : 283—25). Die Kreisbewegung ist dagegen fiir Aristo-
teles (26ba 16) urspriinglicher als die gerade Bewegung Vgl. dazu
auch die Einleitung zum Almagest.

Der erwihnte Trennungsstrich zwischen Hllfszelchnung und Auf-
losung in einfachste Urbestandteile wird, einem Bericht des Proclus
zufolge, von Menaechmus selbst gezogen (72:23—73:14). Das sind
fir Menaechmus gerade die zwei verschiedenen geometrischen Be-
deatungen des Wortes ororyeiov, und bei der Erklirung der zweiten
Bedeutung braucht Proclus fast dieselben Worte, wie in seiner Mit-
teilung iiber Platons Einteilung der Linien: hier dnlodorepov und apxcw- -
Séotepa, dort amhodotara und &pyostdéstata.

) Dariiber zum Beispiel: Aristoteles, anal. post. 75 b 20, de’ coelo 269a 4,

[probl. 915a35], Diogenes Laertius VIII § 19; Proclus 85:4; Philoponus ‘Za, 1055
10—12, - , , .
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§ 8.
Das Schweigen iiber Zirkel und Lineal.

In der Voraussetzung, dafi eine allgemeine oder bedingte Beschrin-
kung auf Zirkel und Lineal bestand, kionnte man geneigt sein zu er-
warten, dafl sie bei der Aufgabenstellung in der Gestalt einer Neben-
bedingung auch zum Ausdruck gekommen sei. Aus dem Fehlen dieser
Nebenbedingung kionnte man umgekehrt schlieBen wollen, das keine
Beschrinkung bestanden habe. - Diese Neigung ist beim heutigen Mathe-
matiker jedenfalls' stirker entwickelt als bei den Griechen, weil die
“klassischen Aufgaben der alten Geometrie hente in den Rahmen der
algebraischen Korpertheorie - hineingestellt werden und von dorther
ihren ganzen Sinn erhalten. “Haben nun die Griechen selbst, dort, wo
sie die klassischen Aufgaben in Worte fassen, die entsprechenden Neben-
bedingungen wenigstens in geometrischer Gestalt mit zum Ausdruck
gebracht? '

Uber diesen Punkt schweigt die Uberlieferung. Uberall dort, wo
die einfache ) oder die verallgemeinerte®®) delische Aufgabe, die Drei-
teilung %) oder eine allgemeinere ) Teilung des Winkels als Aufgaben
gestellt sind, und iiberall dort, wo von ihrer Losbarkeit gesprochen
wird (§ 10), fehlt jede wortliche Bezugnahme auf Zirkel und Lineal.
‘Es wird nur verlangt, die gesuchte Wiirfelkanté oder den gesuchten
Teilungsstrahl irgendwie herbeizuschaffen. Das Gleiche gilt von der
Kreisquadratur. Pappus (250 : 33), Proclus (422 : 24—423 : 2), Plutarch
de Exilio 607 EF (iii) und Philoponus (24, 476 : 26—477 : 5) schreiben
ohne Zusatz retpayoviopde, tetpayovioat, tetpayayilery ; Nicephorus Chumnus
sehr viel spiiter, und bezeichnenderweise in der Mehrzahl, aber auch
ohne Zusatz retporjoviopol (26, 483); Pappus (268:15—16, 292:1—2),
Ammonius (3, 75:10—19) und Philoponus (23, 120 : 24—121 : 10) chne
Zusatz ebpetv; Simplicius (37, 192 : 12—380) und Philoponus (wie vorhin)
ohne Zusatz ovvistachar; Porphyrius (29, 120:10—18) ohne Zusatz
zephafeiv; und Simplicius (35, 26:2—3 = 88, 54:13) ohne Zusatz
béoon. Andere Quadraturen von Teilen des Kreises und von Ellipsen-
abschnitten wurden zusammen mit der Quadratur des vollen Kreises

) Eutocius 54:26—106:24; Pappus 32:2-—48:18, 56:18—~68:16, 164:1
—176:8, 242:13—250: 32, 1070: 181072 : 29; Philoponuse 25, 102: 14—105:4; Pli-
tarch, Vita Marcelli § 14 (ii), de Ei apud Delphos 386 E (i), de Genio
- Socratls 579 C (iii), Quaestiones convivales 718 EF (iv); Proclus 213:2—11;
Pseudoplaton, Sisyphus 388 E; Theon von Smyma 40, 2:3-—-12; Vltruvms 42,
217: 1—é,

32) Pappus 58: 18-——19 64:19—21, 166:13, 248:1 und 1070: 14—16.

33)- Archimedes 11, 518 (eine am‘(mm) Pappus 246:2,; 272: 18, 274 18, 280: 20,
284:3; Proclus 272 : 3—10. - ‘

3‘) Pappus 284 :23—288: 3; Proclus 271:21—28,

"Quellen u. Studien Math. Bd. II. 23
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schon von Archimedes erwihnt, aber Archimedes sagt wie die Spéteren
ohne Zusatz tetpaywviCety und spricht schlechthin von der Auffindung
eines inhaltsgleichen, geradlinig begrenzten Gebietes (I, 262:13—264:4).
~ Drei Schriftsteller lassen die Aufgabe der Kreisquadratur aus der
Aufgabe der Vieleckquadratur entstehen. Es sind Proclus (422:24—
423:2), Ammonius (3, 75 :10—19) und Philoponus (23, 120: 24-—121:10),
aber keiner von ihnen fithlt sich verpflichtet hervorzuheben, dafl die
Quadratur des Vielecks mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar ist, und daf
die Quadratur des Kreises deshalb auf die gleiche Art gefunden
oder gesucht werden miisse. Von Gedanken an die Art der Herstel-
lung sind Ammonius und Philoponus hier so weit entfernt, dafi sie
meinen, Archimedes habe eine gute Anniherung gefunden, das Genaue
aber noch niemand. An der bereits erwihnten Sisyphusstelle (§ 6)
wurde deutlich nach der gemessenen Grofe der Wiirfelkante gefragt,
weniger deutlich nach deren algebraischer Eigenart und in keiner er-
sichtlichen Weise nach den Bedingungen ihrer geometrischen Her-
stellung. '

Die Quadratur wird in den aristotelischen Schriften neunmal
erwihnt. Sie ist einmal ein Beispiel fiir die blo mdgliche Erkenntnis
(cat. 7b 27—33) und fiinfmal ein solches fiir wissenschaftstheoretische
Grundsitze (anal. pr. 69a 29—34, anal. post. 76 b 87—76a 3, soph.
elench. 171b 12—18 und 172a 1—9, phys. 185a 14—17). Zweimal
bedeutet tetpayoviopsc nur die Quadratur des Rechtecks (de anima
4124 11—20, met. 996 b 18—22) und einmal wird die Kreisquadratur
als ein Gegenstand hingestellt, iiber welchen man nicht beridt (Eth.
Eud. 1226 a 22—30). An keiner von diesen neunfStellen hiitte indessen
eine bestehende Beschrinkung auf Zirkel und Lineal unbedingt mit
ausgesprochen werden miissen. Andererseits darf es nicht wunder-
nehmen, wenn die mathematischen Beispiele des Corpus Aristotelicum
tatsdchlich innerhalb der Grenze von Zirkel und Lineal bleiben. Aristo-
teles und seine Ausarbeiter diirfen vielmehr mit Riicksicht auf den

Zweck dieser Beispiele und auf die Vorkenntnisse der auBerakademi-

schen Horer nur die allereinfachsten Beispiele aussuchen, und konnten
nicht so oft wie Platon in mathematische Tiefschichten vordringen.
Sie rechnen mit Lesern, fiir welche die Auffindung des Kreismittel-
punktes bereits eine Leistung ist und den Fachmann erfordert (Eth.
Nicom. 1109a 24—26; und in der Wortprigung der Magna Moralia
1186 b: 36—38).

Sollte dennoch zur Zeit des Aristoteles eine Vorschrift gegolten
haben, Zirkel und Lineal ausschlieflich oder weitestgehend zu ver-
wenden, so miiite im Begriff der Moglichkeit einer Lisung die ent-
sprechende Entwicklung bemerkbar werden, und es bliebe immerhin
auffillig, wenn dann Aristoteles diesen Tatbestand nirgends metaphy-
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sisch oder erkenntnistheoretisch ausgewertet haben soll. Ein solcher
Fall von relativer Unmoglichkeit wiirde, um nur. ein Beispiel zu geben,
die Ausfiihrungen der Metaphysik 1019 b 23—35 und 1046 a 7—9
in wertvoller Weise ergiinzen.

Aber auch an den anderen bisher genannten Stellen wird nicht
ganz wider Erwarten iiber Zirkel und Lineal geschwiegen. Denn
solange die Bezugnahme auf diese Hilfsmittel als allgemeine Regel in
Kraft bleibt, und solange man hofft, mit diesen Hilfsmitteln auszu-
kommen, solange darf man es ebendeshalb unterlassen, die Nebenbe-
dingung bei jeder neuen Aufgabe von nemem zu stellen. Die mathe-
matischen, nicht blof schongeistigen Wortfassungen der Aufgaben
stammen ferner aus einer Zeit, wo man die Unzulinglichkeit von Zirkel
und Lineal bereits klar geahnt hat (§ 10) und ebendeshalb nicht ge-
bieterisch fordern mochte, daffi die Losung allein mit diesen Hilfsmitteln
geleistet werde. Mit anderen Worten, das Fehlen einer ausdriicklichen
Nebenbedingung li8t sich zu verschiedenen Zeiten aus verschiedenen
Griinden anders erkliren, als durch das wirkliche Fehlen einer be-
sonderen Rolle von Zirkel und Lineal, und bietet daher noch keine
klare Handhabe um zu beweisen, daf eine grundsitzliche Beschrinkung
auf diese Hilfsmittel niemals und in keiner Gestalt bestanden habe.

In den Elementen des Euklid liegt aber die erste tatsichliche
und fiir uns greifbare Beschrinkung auf Zirkel und Lineal vor. Doch
kann diese Beschrinkung bei Euklid selber nicht grandsitzlich fiir die
gesamte Geometrie gegolten haben. Kuklid ist, nach dem Zeugnis des
Pappus, in anderen Werken iiber diese Grenze hinausgegangen: bei
den ,Ortern zu Flidchen* (Pappus 636:23), bei den ,Ortern zu drei
und vier Geraden“ (676:7) und in einem vierteiligen Werk iiber die
Kegelschnitte selbst (672:18). Uber die Beweggriinde, warum er sich
in den Data und vor allem in den Elementen tatsichlich anf Zirkel
und Lineal beschriinkt, hat uns Euklid keine Andeutungen hinterlassen.
Wir sind also auf indirekte Schliisse iiber seine mutmaBlichen Ab-
sichten angewiesen.

Hétte Proclus mit seinem Urteil recht, daf die Elemente ganz auf
das Ziel der Lehre von den fiinf platonischen Korpern aufgebaut sind
(68:23 und 71:23), so wire damit eine ausreichende Erklirung fiir
das Gefiige der Elemente gegeben, und man brauchte eine solche nicht
in der bewufiten Beschriinkung auf Zirkel und Lineal zu suchen. Leider
sprechen viele Tatsachen gegen die Meinung des Proclus. Die zahlen-

- theoretischen Biicher VII—IX stellen eine Reihe von Hilfssitzen be-

reit, die ausschlieflich zu einer Lehre von den kubischen Wurzelgréfien

dienen konnen. Buch X enthilt lange und besonders schwierige Ab-

schnitte, die in Buch XIII nicht herangezogen werden, und die

Buch X zu dem umfangreichsten aller dreizehn Biicher der Elemente
23*

X
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haben anschwellen lassen. Diese Meinung des Neuplatonikers Proclus
kann uns also als biindiger Beweis nicht dienen.

Eine zweite Moglichkeit der Erkldrung ist die, daB Euklid zwar
bewuft alle hoheren Kurven als Kreis und Gerade aus den Ele-
menten ferngehalten hat, aber nur aus unterrichtlichen Griinden.
Diese Ansicht wird in § 9 wenigstens als Teilerkldrung eine gewisse
Unterstiitzung finden. Aber es ist' noch ein weiter Schritt von der
Erkenntnis, daB Losungen mit Zirkel und Lineal in der Regel leichter
sind als andere, die erst durch eine eigene Theorie gestiitzt werden
miissen, bis zu der bewufiten wissenschaftlichen Fragestellung: Welche
Aufgaben kann' man mit Zirkel und Lineal ldsen, und bei welchen
kann man beweisen, daf das unméoglich ist? Hitte Euklid alles restlos
ausbreiten wollen, was man damals mit Zirkel und Lineal leisten
konnte, so hitte er die M6ndchen des Hippokrates gewifl nicht
ausgelassen. Aber fiir Euklid sind sicher ganz andere Beweggriinde
fiir die Stoffwahl der -Elemente mit maBgebend. Die Lehre von
den Einschiebungen, die Lehre von den kubischen Wurzelgréfen bildeten
zu dieser Zeit zweifellos kein geordnetes Ganze, wihrend Euklid stets
nur in sich abgerundete Theorien zur Darstellung bringt. Wie will
man die unverkennbare affine Richtung in der Schreibweise der plani-
metrischen Biicher, wie will man die Lehre vom Kreisinhalt mit der
Absicht einer Beschrinkung auf solche Aufgaben vereinbaren, die sich
mit Zirkel und Lineal losen lassen?

Das Zeugnis des Stillschweigens fdllt erst dann in
die Wagschale, wenn die Bezugnahme auf Zirkel und
Lineal wider berechtigtes Erwarten ausbleibt. Das ge-
schieht mehrmals in einer Weise, die auf Teile unseres Gegenstandes
etwas Licht wirft.

Pappus erzdhlt z.B. von den. ,fritheren, den ,alten® Geometern,
sie hitten die delische Aufgabe und die Dreiteilung des Winkels mit
Zirkel und Lineal zu leisten versucht®) und seien dabei in Verlegen-
heit geraten, da ihnen die Losung nicht gliickte. Als Erkldrung fiir
diese Versuche gibt Pappus jedoch kein Verbot und keine Beschrin-
kung an, auch keine Verkennung der wahren Rolle von Zirkel und
Lineal, sondern einzig die Unvertrautheit jener Geometer mit den
wirklich notwendigen Hilfsmitteln, mit den Kegelschnitten, sowie die
Schwierigkeit, die Kegelschnitte in der Ebene zu zeichnen (44 :18—19,
b4:23—27, 270:1—3,-272:8—14 und 1070:8—10). Pappus selber
weif, daf die Dreiteilung des Winkels und die Wiirfelverdoppelung
wesentlich kubische Aufgaben sind (§ 10), aber fiir die Versuche der
ilteren Geometer fiihrt er micht einmal.den naheliegenden Grund an,

© 35) 44:18—19 und 272:8—11. Zu dieser Bedeutung von t/not éninedor siehe die
Erklarungen, die Pappus selbst gibt, und die wir am Anfang von §9 zusammenstellen.
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daB diese von der Unmoglichkeit einer Lisung mit Zirkel und Lineal
noch keine Ahnung hatten. Mit dem Bericht des Pappus ist es durchaus
vereinbar, dafl die #lteren Geometer nur deshalb mit Zirkel und Lineal
an die Aufgabe herantraten, weil sie nur mit diesen Mitteln vertraut
waren. Dann waren sie aber noch weniger imstande, die Leistungs-
fahigkeit von Zirkel und Lineal mit der Leistungsfihigkeit von htheren
Hilfsmitteln bewufit zu vergleichen und eine bewuBte Auswahl der
Methoden zu treffen, Pappus’ Schweigen iiber diesen Punkt ist be-
sonders auffallend, denn es stand ihm ein reichhaltiges Schrifttum zur
Verftigung. Enthielten diese zahlreichen Werke die Spuren einer
fritheren Stellungnahme zu Zirkel und Lineal, die nachher als undurch-
filhrbar erkannt und aufgegeben worden wire, so hiitte Pappus die
selbstgewidhlte Frage nach den Ursachen des geschichtlichen Tat-
bestandes im Lichte jener Spuren erkldren miissen. Statt dessen ldBt
er aus den Erfahrungen, welche die Alten bei ihren Versuchen machten,
gewisse Einteilungen der Aufgaben (§9) und die Einsicht in gewisse
geometrische Unmoglichkeiten (§ 10) entstanden sein. Die Erklirungen,
die er hier vorlegt, kénnen auch eine personliche Vermutung sein; aber
daB Pappus auf personliche Vermutungen angewiesen wire, wiirde
schon fiir sich auffallen und das gleiche Zeugnis abgeben.

In mehr als einem Zusammenhang hatte Proclus Gelegenheit, wenn
nicht die Pflicht, Kenntnisse iiber eine Einwirkung Platons auf die
Wahl der geometrischen Verfahren zu verwerten und niederzulegen.
Zwei Berichte iiber Oinopides wurden bereits erwihnt, wo die begriff-
liche Losung zweier (iibrigens sehr einfacher) Aufgaben endlich ge-
leistet wurde, und zwar mit Zirkel und Lineal (283:7—10, 333 :5—9).
Proclus preist sie als eine Entdeckung, aber er preist nicht den Um-
stand, dafl diese Entdeckung gerade mit Zirkel und Lineal gelungen
war, und er bemerkt nicht, daB damit ein spiterer Wunsch von Platon
zum ersten Mal in Erfillung gegangen sei. Fine dhnliche Gtelegenheit
hitte Proclus in anderen Werken gehabt: im Timaeuskommentar (32,
1T, 83:29—34:4) und im Kommentar zum Parmenides (31, 877:15
—=883:26) und an beiden Stellen schreibt er iiber Platons Ansichten
zu unserem Gegenstand kein Wort. Bei der grofien Ausfiihrlichkeit
dieser zwei Auslegungen von zwei platonischen Schriften fillt es un-
willkiirlich auf, daf Proclus iiber eine besondere Stellungnahme Platons
zu Zirkel und Lineal keine Uberlieferung mehr besessen haben sollte.

Es kommen hinzu die Stellen in der Erliuterungsschrift zu Euklid,
wo die Wahl des Stoffes und des Verfahrens ausdriicklich besprochen
wird. Obwohl Proclus selber Neuplatoniker war; obwohl er Euklids
Zugehbrigkeit zur philosophischen Schule Platons eigens hervorhebt
(68:20—21), obwohl er die Ansichten Platons allein in dieser Schrift
ofter als dreiBigmal, und oft in weniger grundlegenden Fragen mit-



~

340 Arthur Donald Steele

teilt, bringt er Platon nirgends mit einer konstruktionstheoretischen
Vorschrift in Verbindung — sei es, weil die Quellen bereits versiegt
waren, sei es, weil dazu die geschichtliche Unterlage fehlte. So oft
Proclus die Meidung von Aufgaben erkldren will, die mit Zirkel und
Lineal nicht gelost werden konnen, greift er nicht zur absichtlichen
Meidung anderer geometrischen Mittel, sondern nur zu den Bediirf-
nissen eines planméfig abgestuften Unterrichtes (§ 9).

Selbst dort, wo der Titel der Elemente besprochen wird (72:3),
deutet Proclus mit keinem Worte an, dafl sie die erlaubten zeichneri-
schen Verfahren vollstindig aufzihlen sollten; und mit keinem Worte
deutet er umgekehrt an, dafl die Grenzen der Leistungsfihigkeit von
Zirkel und Lineal in den Elementen iiberall erreicht oder eindeutig
abgesteckt werden miiten. Im Gegenteil, die Elemente liefern Be-
weismittel fiir viele, also doch nicht schlechthin fiir alle hioheren
ooprrapata (72:12). Proclus betont ferner, in Anlehnung an den Platon-
schiiler Menaechmus, daf die Eigenschaft, Hilfskonstruktion zu sein,
nicht die einzige geometrische Bedeutung des Wortes srtotyeiov dar-
stellt (§ 7).

Wir lernten in §7 einige Stellen kennen, wo man dem Kreis und
der Geraden einen verschiedenen Grad von Urspriinglichkeit zuge-
schrieben hat. Wire nun eine Beschridnkung auf Zirkel und Lineal voraus-
gegangen, so wiirde man jetzt erwarten, daf die Forderung nunmehr
verschiirft werde, und dafi die Geometer wenigstens theoretisch mit der
»0mhostépa® von jenen beiden Linien auskommen miifiten. Auch hierzu
scheint es zwei Tadelstellen zu geben. Proclus riigt eine Nebenltsung
des Apollonius fiir die Aufgabe in Euklid I, Satz 11, weil sie ver-
wickelter sei als die euklidische und ,der Zeichnung der Kreise be-
diirfe“, 282:21—22. Allein, die Zeichnung der Kreise ist hier wirk-
lich notwendig, wenn auch versteckterweise, und der Fehler des Apol-
lonius besteht nur darin, daB er sich nicht wie Euklid auf Buch I,
Satz 1 beruft, sondern das gleichseitige Dreieck erneut konstruiert.
Sein Fehler ist also nur ein VerstoB gegen den logischen Aufbau der |
Elemente, und kein Verstof§ gegen eine konstruktionstheoretische
Vorschrift. Ein #hnlicher Tadel, aber auch nur ein #hnlicher Fehler
des Apollonius begegnet uns bei Proclus noch ein zweites Mal (335 : 16
—336: 8).

In der tatséichlichen Beschrinkung der Elemente auf Zirkel und
Lineal konnten wir aus mehreren Griinden noch keine grundsitzliche
Stellungnahme erblicken. Eine griechisch iiberlieferte Ansicht iiber
das Endziel der Elemente nennt einen bestimmten Lehrstoff, der die
Beschrinkung auf Quadratwurzelgrofien schon in sich enthilt und die
bewufite Absicht nicht voraussetzt, diese Art von Grofie ausschlieflich
in Betracht zu ziehen. Trugen wir nun Bedenken, wenigstens gegen
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di. Vollstindigkeit dieser Erklirung des Proclus, so werden wir in
§ 9 arfahren, daf Euklids Wahl des Lehrstoffes und der angewendeten
Verfahren auch in anderen Zusammenhiingen behandelt wird, und daf
sie auch dort in ganz anderer Weise begriindet wird, als mit Vor-
schriften. iber den Gebrauch von; Zirkel und Lineal.

Aber die zeitliche Zerstrewtng .unserer Gewihrsménner iiber die
Jahrhunderte, die vielen Zufiiligkeiten in bezug auf den Quellenreich-
tum und die AWﬁckverbundenhelt ihrer Schriften, die wachsende Ein-
sicht darein, daf die betreffenden Nebenbedingungen in Wirklichkeit
unerfiillbar sind, schwichen die Beweiskraft des Stillschweigens iiber
Zirkel und Lineal in einem gewissen Grade ab. Die Meinung, daf
man frither mit Zirkel und Lineal Vorschriften und Hoffnungen ver-
band, die nachher aufgegeben werden muften, wird durch dieses Still-
schweigen allein nicht unabweisbar widerlegt, wohl aber mit neuen
Beweispflichten belastet. -

Teil 11X : Die wirkliche Rolle von Zirkel und Lineal bei den

griechischen Mathematikern,

War Platon bereit, in der htheren Geometrie und bei kubischen Auf-
gaben die kubischen Hilfsmittel zu gestatten, und wurde die Lehre von
den Kegelschnitten von einem seiner unmittelbaren Schiiler entdeckt und
zur Lissung von Aufgaben verwendet, so kann von den Zeiten an, wo
Euklid und Aristaeus und Apollonius diese Lehre zu hoher Bliite bringen,
von einer allgemeinen Beschrinkung auf Zirkel und Lineal nicht
linger die Rede sein. Eine bedingte Beschrinkung — die Pflicht, so
oft es moglich ist mit Zirkel und Lineal auszukommen, aber zugleich die
Erlaubnis, sonst mit htheren Hilfsmitteln zu arbeiten — wird von
Pappus klar ausgesprochen. Diese Regel des Pappus wird zwar in
der Greschichte der Mathematik gelegentlich erwihnt (z. B. 61, II, 385),
aber ohne auf die Begriindungen einzugehen, welche die Griechen
selbst gegeben haben, und vor allem ohne die zugehirigen, fast alge-
braischen Tatsachenkenntnisse der Griechen planmiifig zu untersuchen.
Die wirkliche Stellung von Zirkel und Lineal bei den Griechen ist
aber mit der Pappusschen Regel keineswegs erschopft und soll in
diesem letzten Teil der vorliegenden Arbeit in einigen Punkten etwas
genauer bestimmt werden. :

Die Ergebnisse sind durch die Quellenfunde bestimmt und lassen
sich nicht in einer einzigen logischen Reihenfolge darbieten. Wir
reihen sie auf als Antworten auf vier Gruppen von besonderen Fragen :

1. Wie haben die Griechen ihre bedingte Beschrinkung auf Zirkel
und Lineal selber begrundet? Wie streng haben sie diese Regel
beobachtet?
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2. Die Regel des Pappus rechnet offen mit geometrischen Unr jg-
lichkeiten. Ahnten die Griechen, de diese Unmdglichkei! im
Wesen der Sache liegt? Habeun die das Bediirfnis nach einem form-
lichen Unmoéglichkeitsbeweis empfunden?

3. Die Lehre von der Herstellbavkeit mit Zirkel und Lineal wird
heute anf kiérperalgebraische Grundlage gestellt. Besaton
die Griechen beginnende Einsichten in diwse Grundlage? .

4, Hahen sie fir die zweierlei Kurven, die man mit Zirkel und
Lincal zeichuen kann, niimlich Kreis und Gerade, ein rein geometri-
sches und wirklich gemeinsame /:‘/t rkmal gesucht und gefunden?

§ 9.
Der Staudpunkt weitestgehender Verwendung von Zirkel und Lineal

Soweit wir wissen ist die Schrift des Apollonius iiber die ,ebenen
{Orter="das erste Werk, in welchem Kreis und Gerade nach dem sicht-
baren Wunsch des Verfassers fiir die Auswahl des Stoffes maBgebend
gewesen sind. Der Titel mepl ténov émaédwy zeigt, daB die Namen, die
Pappus bei seiner Einteilung der Orter und der Aufgaben in je drei
Stufen verwendet, zum Teil viel #lter sind als Pappus, der ja dort
selber von den mohatof spricht. Aber Pappus ist der erste, der diese
drei Stufen in einem uns erhaltenen Werke aufzihlt. Seine Einteilungen
bilden die Grundlage fiir seine ,Regel* und miissen zu deren Ver-
stdndnis vorausgeschickt werden.

Die wichtigste Einteilung erfolgt nach Gesichtspunkten, die fiir
uns auf dem Begriff des relativen Korpergrades beruhen. FPappus
nimmt sie zweimal ganz und ein drittes Mal teilweise vor. Die ,ebenen®
Aufgaben (4zimeda) sind die mit Zirkel und Lineal 16sbaren (Sovdpeve
Moeafor, 54:10 und 270:6, Sovapeva JeryBiyar, 672:9). ,Riumlich”
(oteped) sind die mit einem oder mehreren Kegelschnitten geldsten
(Abetar, 54:12 und 270:9, Jeixvorar, 672:10). ,Linear“ oder ,kurven-
haft* (ypappund) sind dann alle iibrigen Aufgaben (54 :17 und 270:14).
Unter Sovdpeva ist die gegenstiindliche Moglichkeit gemeint, nicht die
Mglichkeit beim jeweiligen Stande der Wissenschaft (§ 10). Proclus
erklirt diese drei Namen: die ebenen Aufgaben benutzen Linien, die
ihren Ursprung in der Ebene haben; die ridumlichen benutzen die Ober-
flichen riumlicher Figuren, die linienhaften benutzen Kurven, deren
Ursprung verwickelter und gezwungener sei (54:10—19 und 270:6
—16). Diese Einteilung der Aufgaben setzt sich noch bis Euler fort.
Bei ihm gibt es ,problemata plana“ (zweiten Grades, oder vierten aber
quadratisch lgsbar) und ,problemata solida“ (dritten oder vierten Grades
und nicht quadratisch 1gsbar; siehe etwa 99, § 17). ‘
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An einer anderen Stelle gibt Pappus eine gleichlaufende Einteilung
der Orter (672:7—8). Bemerkenswert ist dabei die Ausdehnung auf
Orter noch hiherer Stufe, und der Vergleich zwischen der Darstell-
barkeit der hoheren Potenzen durch geometrische Gebilde und durch
zusammengesetzte Verhiltnisse (678:26—680:21). Anklinge an die
niederen Stufen der Orter kehren bei Proclus wieder. Die Hyperbel
ist auch bei ihm ein ,r#umlicher Ort%, doch ist hier zunichst nur von
den Ortssdtzen, nicht von' den Ortern selbst die Rede (894:20
—395:12). Die widersprechende Einreihung der archimedischen Spirale
unter die ,ebenen® Losungsmitte]l kommt an einer Pappusstelle vor,
die auch sonst verderbt und liickenhaft ist (302 :16~—18 und hieriiber
Heiberg 62 und Tannery 77).
~ Die bisher geschilderten Einteilungen bezogen sich ausschlieBlich
auf die Geometrie der Ebene. Eine weitere Einteilung bei Pappus
unterscheidet die Orter nach ihrer ,Relativdimension®: hat ein n-dimen-
sionales Gebilde (Punkt, Linie, Fldche oder Raumstiick) einen N-dimen-
sionalen Ort, so heifit dieser fiir N = n dgextuxds, fir N = n+1
‘dicbodnée und fiir N = n+2 avaotpopixds. (660 : 18—662:4). Auch
hier gibt es eine entsprechende Einteilung der Aufgaben, und zwar
nicht erst bei Pappus sondern schon bei Amphinomus (nach Proclus
220:9—12) und spéter bei Marinus zu den Data (13, VI, 234:13—16
und 242:18—14): die tetaypéva haben genau eine Losung, die péoa
haben mehr als eine, aber nur endlich viele, wihrend die ¥taxta un-
endlich viele Lisungen besitzen.

Auf Grund dieser Einteilungen der Aufgaben und der Orter macht
Pappus eine unmittelbare und grundsitzliche AuBerung iiber den Ge-
brauch von Zirkel und Lineal:

Aoxel 3¢ mwe apdpripa b Totedroy
b pxpdy elvar tole yewpérpourg, Grav
enimeSov wpafAnpa S0 TOY KOGV
7 t@v Tpappn@y dxd vee edplonyral,
%ol th obvohov Grav &E avoreiov
Aoyjrar yévoug.

Es scheint bei den Geometern
als kein geringer Fehler zu gelten,
wenn jemand eine ebene Aufgabe
durch die Kegelschnitte oder die
linearen Orter 15st, und iiberhaupt

~wenn die Losung nicht aus der

natiirlichen ,Methodenschicht® ent-
nommmen wird (270 : 28—31).

Mit diesen Worten ist die bedingte Beschrinkung auf Zirkel und
Lineal klar ausgesprochen. Die Geometer stehen hier auf dem Stand-

punkt weitestgehender Verwendung von Zirkel und Lineal.

Warum

haben sie diesen Standpunkt gewihlt?

Die wortlich iiberlieferten Griinde, welche die Griechen selber an-
gegeben haben, sind entweder lehrkundlicher oder wissenschaftstheore-
tischer Art. Das ist in sich nichts Uberraschendes, da die Konstruk-
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tionen mit Zirkel und Lineal eine bequeme und sachliche Grenze der
Elementargeometrie bilden. Sie beruhen nicht auf immer neuen, immer
schwierigen Eigenschaften des Kreises, sondern auf den wenigen Sitzen,
die den Kreis mit den quadratischen Gleichungen verkniipfen. Ihre
Verkettung kann eine grofie Entdeckergabe fordern — man denke an
Archytas’ Lisung der delischen Aufgabe oder an Apollonius’ Lisung
der hippokratischen Einschiebung — aber ihr schrittweises Verstindnis
ist durch die geduldige Anwendung immer wieder derselben Anfangs-
griinde zu erschwingen.

Proclus hiilt sich zunichst bei den eigenen Darlegungen an diese
Grenze. Er nennt die Gerade und den Kreis (allerdings nicht in einem
vorwiegend unterrichtlichen Sinn) ,einfache® Linien, von denen die
Laien (of mohhet) klare, nicht erst angelernte (adidaxtovg) Vorstellungen
besitzen, wilhrend die hoheren gemischten Linien in die Fachwissen-
schaft gehoren (teyvirwtépag, 118:25—119:2). Ahnlich verhalten sich
auch die Flichen: von den elementartigsten (storyeiwdéatata), der Ebene
und der Kugel, haben wir die Begriffe von selbst, wihrend die bunte
Mannigfaltigkeit der gemischten Fldchen erst durch die wissenschaft-
liche Forschung zutage tritt (119 :2—6). Die unterrichtliche Besorgt-
heit des Proclus kommt bei der Winkelteilung klar zum Ausdruck:
die allgemeine Winkelteilung soll iibergangen werden, weil die be-
notigten Kurven fiir Anfinger (Emetoayépevor) zu schwer zu betrachten
sind (272 :11—18).

Aber auch fiir Euklids Methodenwahl findet Proclus keine anderen
Griinde. Neben den reinen Winkeln und Figuren behandle Euklid
auch die gemischten, bei den Linien nur die reinen, demn ,bei der
Darlegung einfacher Dinge sind die einfachen Gattungen heranzuziehen®
(113:21—22; diese Behauptung hat freilich auch ihre metaphysischen
Hintergriinde). Euklid selbst soll die Dreiteilung des Winkels bewufit
~ aus den Elementen ausgeschlossen haben — aber weil er auf die ge-
mischten Linien einfach nicht weiter einging (i) weptepyalopevoc) und
weil die gemischten Kurvenarten nicht nur programmfremd, - sondern
auch ,schwer zu entwickeln und aufzuzihlen“ sind (272:22—23). .

Fiir die Wahl der Methoden gibt auch Pappus des Gfteren nur
didaktische Beweggriinde an. FEine Losung der Aufgabe vom ,be-
stimmten Schnitt® mit Hilfe der Halbkreise ist ihm ,einfithrangs-
gemiifler® (stoaywyixdrepov) als eine andere &xt ¢uhav tav edbzdy (644:5
—7). An einer Parallelstelle zur ,Regel des Pappus®, wo: die #lteren
Geometer die ebenen Orter, den Kreis und die Gerade ins Auge fassen,
geschieht dies nicht grundsitzlich in allen Teilen der Geometrie,
sondern nur bei der Abfassung von Elementen (éstoryeivsav, 662 :20).
Waren die Lernenden mit den Elementen von Euklid fertig, so
sollten sie an zweiter Stelle die témot avehwépevar durcharbeiten (634 : 4
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—>5), und auch hier standen die quadratisch lésbaren Stiicke voran
(672:5—7). Selbst innerhalb der niedrigsten Aufgabenstufe wurde
eine weitere Auswahl getroffen (t@v 2mnédav dmonhyphoavteg, 670: 14
—1B). Pappus nimmt eine ganz besondere Riicksicht auf die Schwierig-
keiten, die ein gewissenhafter Leser empfinden muf (298 : 4—5).

In § 6 lernten wir zwei Stellen bei Plutarch kennen, wo Platon
tiber den Schwierigkeitsgrad der delischen Aufgabe eine Bemerkung
gemacht haben soll. Reimer geht weiter und behauptet, ohne Belege
zu bringen, daf Zirkel und Lineal bei Platon geradezu als Grenze
zwischen der elementaren und der hoheren Mathematik dienten: ,Huic
viro sagacissimo in universum de finibus, quibus-geometria, quae adhuc
tantum exculta erat elementaris, ab illa sublimiori, ut postea appellata
est, esset discernenda; ita quidem, ut prior illa tractandis solis figuris
rectilineis circuloque circumscriberetur, posterior vero ad ceteras lineas
curvas adhuc inveniendas esset comparanda, iam satis cognitum et con-
stitutum fuisse, aegre dubitari potest® (71, 36).

Neben die unterrichtlichen treten die wissenschaftstheoretischen
Beweggriinde. Eine gewisse Abstufung der Geometrie ist nicht nur
mit Riicksicht auf die Lernenden, sondern auch mit Riicksicht auf ein
wohlgeordnetes Lehrgebiude zu fordern. Es ist ein allgemein ange-
nommener Grundsatz, bei Aristoteles (met. 1078a 36—b 2) wie bei
Proclus (26:18—24), dafi die Schonheit der mathematischen Wissen-
schaft in der Ordnung (t4éic) in der Ubereinstimmung (aller Folgerungen
unter einander, coppetpie) und in der unwandelbaren Bestimmtheit der
Begriffe (o @piopévev) besteht, und das in einem Sinn, den Proclus sehr
eingehend erklédrt (26 : 24—27:10). Auch diese Wissenschaft darf also
die Tatsachen nicht wahllos anhiiufen, denn — wie ein Scholion iiber
die hoheren Wurzelgrofen sagt — ,dmoripne 88 & alna xal dpyqyird
xal anhd Emoxémreabor, od ta xal’ Exactoy wat dmspa® (18, V, 414:10
—415:2). Die gleiche Abneigung gegen das Grenzenlose klingt bei
Proclus mit, wenn er einige gemischte Linien nennt und von den
tibrigen sagt: ,Threr gibt es eine unbegrenzte Menge, denn unbegrenzt
ist die Menge der rdumlichen Figuren, und vielartige (zohvetdsic) Schnitt-
kurven werden mit ihnen aufgestellt® (112:8—11). Noch deutlicher
tritt diese Scheu zutage, und in noch deutlicherem Zusammenhang mit
der Abstufung der Geometrie, wenn Pappus die Zusitze der neueren
Elementschreiber tadelt: ,als ob es derer nicht eine unendliche Menge
gibe, wollte man alles hinzusetzen, was in jene Schicht gehort®
(662:21—23). Wohl spricht Euklid von einer unendlichen Folge von
mittelwertartigen WurzelgroBen (X, Satz 115), aber er schichtet sie
sehr sogfiltig anf und leitet jede einzelne in ganz bestimmter Weise
aus den vorhergehenden ab..
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Diese unterrichtlichen und darstellungstechnischen Griinde fiir die
Beobachtung der Regel des Pappus sind die einzigen, die uns aus dem
Altertum selbst iiberliefert sind. Ob sie iiberhaupt die einzigen waren,
ist schwer zu entscheiden. Eine zweite Moglichkeit, die Zielsetzung
jener Regel zu ergriinden, wiirde mit der Untersuchung der gebotenen
Beispiele gegeben sein, sowie mit der Abschitzung der Strenge, mit
welcher die Griechen ihre Regel beobachtet haben. ,

Die zwei Beispiele, die Pappus selbst zu seiner Regel bietet (270 :31
—272:3), leiden an Unklarheiten der Bezugnahme und an Unstimmig-
keiten, die von Hultsch (20, 273, Anm. 5), von Heiberg (62) und von
Tannery (77) eingehend erdrtert worden sind und auf die Beweggriinde
fiir die Regel kein Licht fallen lassen. An mittelbaren Beispielen
fehlt es in den Collectiones nicht. Wir haben die Zuriickfiihrung
der hippokratischen Einschiebung auf Zirkel und Lineal bereits er-
wihnt (Pappus 670:16—22 und §5). Eine andere Neusis, zu zwei
Geraden, ist wenigstens dann mit Zirkel und Lineal 1osbar, wenn der
Zielpunkt auf einer Winkelhalbierenden liegt. Pappus fithrt die Kon-
struktion zwar nur in dem weiteren Sonderfall durch, daf die Leit-
geraden senkrecht auf einander stehen (782:6—784:8), aber fiir den
Fall eines anderen Winkels stellt er anderswo den entscheidenden
Hilfssatz bereit (778:6—780:6). Von ungenannten Vorgingern des
Pappus stammt eine Dreiteilung des Winkels mit Hilfe eines Kreises
und einer Hyperbel; wie der Hilfssatz verrit und auch wortlich ge-
sagt wird, sollte diese Lisung eine gewisse Einschiebung ersetzen
(272 :12—274:2). Die kegelschnittliche Losung der Neusis auf Seite
272 :2—3 hat Pappus entweder selbst gefunden oder aus ungenannten
Quellen hinzugesetzt (ratétafe, 298 :4).

Uber den Zweck der ersten von den drei Aufgabenstufen hat
Zeuthen eine besondere Ansicht vertreten: die Grundkonstruktionen
mit Zirkel und Lineal, die in Euklids ersten drei Forderungen nieder-
gelegt sind, hédtten das Vorhandensein einer Mindestzahl von Urge-
bilden sichern sollen, die weitere Verwendung dieser Hilfsmittel hiitte
dann den iibrigen Gebilden als Existenzbeweis dienen miissen. Zeuthen
stellte diese Behauptung 1892 auf (87, 105—113) und wiederholte sie
1913: ,Dans le nouveau systéme on a attribué aux constructions
exécutées conformément aux postulats & l'aide de la droite et du cercle
un role tout particulier: celui de servir de démonstrations d’existence
des figures construites® (93, 470). In Verbindung mit einer Beschrin-
kung auf Zirkel und Lineal wiirde diese Ansicht dahin fiihren, daf8
quadratisch Konstruierbares allein existiere oder mindestens eine be-
sondere Art von Existenzsicherung geniefit. Wir gehen auf diesen
Punkt hier nicht niiher ein und wollen nur kurz andeuten, warum man
diese Ansicht von Zeuthen nicht schlechthin anf alle Konstruktionen
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ausdehnen darf. Es gibt nidmlich eine Anzahl Zeugnisse dafiir, daf
in den Augen der griechischen Geometer die Existenz der geometri-
schen Gebilde nicht erst durch ihre Konstruktion gewihrleistet war.

1. Platon lifit die Figuren von den Geometern ,nicht machen,
sondern aufdecken“: ,od vap wowodar td Saypdppata ... GAA& T Evta
aveopiorovey (Euthydemus 290 C).

2. Die Existenz des Kreisumfanges (genauer: die Existenz eines
Kreises von gegebenem Umfang) ist fiir Aristoteles dadurch gesichert,
dafl es einen grofleren und einen kleineren, also auch einen gleichen
gibt (phys. 248 a 24—25).

3. Im Kommentar zum zehnten Buche der Elemente behauptet
Pappus, daf wir zwischen je zwei ungleiche Strecken jede beliebige
Anzahl von geometrischen Mitteln einlegen kénnen (5, II, 121 :6—13
= 21, 85:24—29). Das kann duorch eine Konstruktion von gleicher
Allgemeinheit schwerlich gedeckt gewesen sein. '

4. Die Existenz von gegenseitig unausmefibaren Winkeln ist fiir
Pappus zwar etwas merkwiirdig, aber dennoch sicher. Aber sie wird
nur durch die Quadratrix gesichert (296 :9-—12).

5. Sporus riigt den Gebrauch der Quadratrix, aber nur wegen
zweier von ihm scharfsinnig herausgemerkter Zirkelschliisse, nicht etwa
weil die Existenz des gesuchten Punktes ungeniigend gesichert wiire
(Pappus 252:26—256:1). Pappus’ eigener, exhaustionsartiger Beweis
setzt die Existenz des Punktes ganz klar voraus.

6. Speusippus, Amphinomus und Menaechmus stritten iiber den
Unterschied zwischen Aufgabe und Lehrsatz. In dem Bericht des
Proclus tiber diesen Streit heifit es: ,rdc 8% yevéserg (d. h., der geome-
trischen Gebilde) od zouprindde &Mk yvootirde Gpdpey, hoavel ryvipeve
AapBavovree to del Gvta® (78:4—6).

7. Eutocius verteidigt Archimedes gegen den Vorwurf, der Kreis
miisse erst gestreckt sein, bevor man das inhaltsgleiche Dreieck bilden
kénne (zu de Circuli mensura, Satz 1). Die Existenz einer Strecke
gleicher Liénge ist fiir Eutocius auch dann sicher, wenn diese Strecke
zugestandenermafen nicht hat hergestellt werden kénnen. Archimedes
habe vielmehr das gute Recht, iiber ein bloB vorausgesetztes Dreieck
die genannte Behauptung aufzustellen (Entocius 230 : 11—23).

8. Endlich Liegt eine Stelle vor, wo zwischen Herstellung und Exi-
stenzbeweis ausdriicklich unterschieden wird, nimlich bei Philoponus
iiber die Analyticaposteriora: ,Die Quadrierer des Kreises unter-
suchten nicht, ob es moglich sei, daB ein Quadrat dem Kreis iiberhaupt

gleich komme, sondern sie suchten in der Annahme, daf dies mog-
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lich sei, ein kreisgleiches Quadrat wirklich herzustellen® (ysway,
25, 112 : 25—36)36).

Wir haben die Frage schon beriihrt, ob die Regel des Pappus bis
zu den Grenzen des Moglichen durchgefiihrt wurde. Konnten wir nun
eine einheitliche Gruppe von Ausnahmen feststellen, so kidme die Frage
nach den Beweggriinden fiir die Regel moglicherweise der Entscheidung
nither. Allein, es fehlt auch hier die notwendige rein mathematische
Voruntersuchung. Alle Aufgaben dritten und héheren Grades miissen
aus der Geometrie der Alten zusammengetragen, in Gleichungen ein-
gekleidet und aunf ihre Galoisschen Gruppen untersucht werden. Es
wiire ferner zu fragen, inwieweit die algebraischen Verhiiltnisse von
dem gewilhlten geometrischen Ansatz abhéngen, und wie sich die
Galoisschen Gruppen von Grundkérper zu Grundkiérper éndern. Zu
dieser konkreten Handhabung der Gruppentheorie der Gleichungen
niederen (Grades tragen zwei neuere Dissertationen bei. Fr. Hack zeigt,
wie die Gruppe aus den Koeffizienten zu erkennen ist (101), wilhrend
Fr. Seidelmann die Gleichungen mit gegebener Gruppe parametrisch
darstellt (113). Hack behandelt einige einfache Einschiebungen, aber
er versucht nicht, die quadratisch ausfiihrbaren Fille vollstindig zu
bestimmen. Eine Voruntersuchung dieser Art und diesen Umfanges
mufl an anderer Stelle versucht werden37).

§ 10.

AuBerungen der Griechen iiber die relative Unlosbarkeit gewisser
Aufgaben.

Altere Darstellungen der griechischen Mathematik lassen gewisse
geometrische Unmdglichkeiten damals wohl bekannt sein. So Montucla:
»Car on démontre aujourd’hui, et les anciens ne l'ignorérent pas, qu'on

36) Zusatz bei der Drucklegung: diese Stelle aus Philoponus wurde auch von
O. Becker bemerkt und weiter ausgewertet. Siehe seine ,Eudoxus-Studien II. Warum
haben die Griechen die Jixistenz der vierten Proportionale angenommen ?%, Quellen und
Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik, Abt. B, Bd. 2 (1933)
369—387; Seite 376.

37) Es sei gestattet, auf eine kleine Ironie der Mathematikgeschichte aufmerksam
zn machen. Die Einschiebung bei Pappus 782: 6—7 wird in einer neueren japanischen
Arbeit irrttimlich fir unlosbar mit Zirkel und Lineal erklirt (108, 137 Mitte). Der
Verfagser hatte als linke Seite der kubischen Resolvente das allerdings unzerlegbare
Polynom

$#—21¢ 4 87t — 144

- erhalten * (p. 188 oben), Der vorletste Koeffizient ist aber in Wirklichkeit 120, und
dann’ zerfillt das Polynom in

(t—12) (12— 9t 4 12).

Infolge eines Rechenfehlers wurde also in einer modernen japanischen Arbeit ein alge-
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ne saurait le résoudre (d. h., die delische Aufgabe) par les seuls secours
de la géométrie ordiraire“ (68, I' 188 = I2 175). So Reimer in einem
Zusatz zu Bossut: ,Dieser denkende Geometer (d. h., Platon) mutmaBte
sehr richtig, daf zu einer befriedigenden oder rein geometrischen Auf-
lésung derselben andere krumme Linien als der Kreis erforderlich sein
diirften® (72, 114). So auch Wittstein: ,Schon damals (d. h., in der
Schule Platons) dienten die Kegelschnitte zur Liosung von Aufgaben. ..
deren Unldsbarkeit durch gerade Linie und Kreis allein man bereits
erkannt hatte“ (118, 6). Spiitere Schriftsteller haben wenigstens soviel
geglaubt, daf die Griechen an den entsprechenden Moglichkeiten offen
zweifelten. Nach Felix Klein hat uns das Altertum ,drei fundamen-
tale Aufgaben als vermutlich unlgsbar hinterlassen® (108, 10). Enriques
teilt diese Meinuug. ,Wenn man auch mit Wahrscheinlichkeit ver-
muten darf®, schreibt er, ,daB schon den Griechen Zweifel aufgetaucht
seien an der Zulidnglichkeit dieser Mittel, so fehlten ihnen doch die
Mittel, sich mit Hilfe der Analysis dariiber zu vergewissern* (97, 10).
Diesen Ansichten steht die von Tropfke schroff gegeniiber: ,Von einer
solchen Unmioglichkeit geometrischer Lsung®, schreibt Tropfke von
der Losung kubischer Aufgaben mit Zirkel und Lineal, ,hatte das
Altertum keine Ahnung® (81, III, 63).

Diese Meinungen gehen nicht weniger stark auseinander, wie in
§ 1 die Meinungen dariiber, ob Platon eine Beschriinkung aunf Zirkel
und Lineal auferlegt habe. Eine Antwort auf die vorliegende, mehr
positive Fragestellung ist erheblich leichter. Ohne die letzte Voll-
stindigkeit zu erstreben, tragen wir miihelos eine Reihe von Stellen
zusammen iiber die geometrische Unmioglichkeit im allgemeinen, iiber
die Unmbglichkeit, gewisse Aufgaben mit Zirkel und Lineal zu ldsen,
und endlich noch iiber den ausgesprochenen Wunsch, fiir die Unmog-
lichkeit der Kreisquadratur einen biindigen Beweis zu besitzen.

Dafi die Losung einer gestellten Aufgabe bisweilen unmiglich ist,
wird schon durch die Entdeckung des Stwpiopés durch den Platonschiiler
Leon erkannt (Proclus 66 : 22), aber auch durch die gleichlaufende Ein-
teilung der Lehrsiitze in wahre und falsche, der Aufgaben in lsbare
und unlésbare (ebd. 330:14—16). Die Unlosbarkeit braucht nicht,
wie beim Owptopde, allein an den Ausmafen der gegebenen Stiicke zu
liegen, denn Pappus redet allgemeiner von den Widerspriichen, die
sich aus der Analysis ergeben konnen (636:7—14).

Nicht so klar ist die Bezugnahme auf unseren Gegenstand bei
Aristoteles: ,#wtox (d.h., von den Svvdpe) vyop Spotdeyei Tve Aéyovra,

braischer Tatbestand falsch bestimmt, den die Griechen Apollonius und Pappus sogar
in einem allgemeineren Fall (670 : 20—22) richtig bestimmt hatten (vgl. den entscheiden-
den Hilfssatz 778:7—10 und die Losung Horsleys 65, 9—~12). Die Arbeit von Hayashi
konnte freilich nur in der Wiedergabe (108}, nicht im Original (102) eingesehen werden,
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xobdmep &v qeopetpio xal Sovard xal aSbvata héyopey @ stvai Twg 7 i) sva®
(met.1046 a 7—9) und an der Parallelstelle 1019 b 33—34: ,zata peragopay
8 1 &v 1y vyewpetpia Aéyetar Sbvapc. Alexander bezieht diese Be-
- merkung jedenfalls auf unsere zweiten Potenzen: eine Strecke sei in
der Potenz das vierfache einer anderen, wenn sie der Linge nach
doppelt so grofi ist wie jene (1, 566 :14—25). Eine mittelbare, aber
vollig eindeutige Unmioglichkeitsaussage ist mit der Abstufung der
Aufgaben gegeben. ,Eben® waren die mit Zirkel und Lineal 16sbaren
(BvovdyLeva AbesBor, Pappus 54:10, 270 : 6 und Sovdpeva Jerydipar, 672:9),
Die ,rdumlichen“ und ,linearen Aufgaben miissen demnach als mit
Zirkel und Lineal unlosbar gegolten haben. Damit eine Aufgabe zur
zweiten Stufe gehore, verlangt Pappus ganz ausdriicklich, dafl bei ihr
die Heranziehung der Kegelschnitte notwendig sei (avayxaiov, 54:15).
Die Unmoglichkeit einer Losung der delischen Aufgabe mit
Zirkel und Lineal wird von Pappus wiederholt bebauptet, bald im
Namen Herons und - Philons, des Poliorketikers (56:1 und 62:17),
bald im eigenen Namen (40 :10, 54 :24 und 1070 : 8), und zwar jedesmal
mit dem Zusatz ,pbost“, der die Unlésbarkeit von der blofen Un-
gelostheit scharf unterscheidet. Pappus setzt diese Kenntnis bei
allen geschulten Mathematikern voraus; wer mit Zirkel und Lineal
auszukommen glaubt, bestimme diese Aufgabe apabiag (30:24). Die
zuversichtliche Erklirung, es sei ,daraus klar, daf die vorliegende
Aufgabe mit den ebenen Ortern nicht gelost werden kann“ (58 : 21—22),
wird von Hultsch als Einschiebsel ausgeklammert. Sie wird aus dem
Vorhergehenden nicht ernstlich gefolgert und zeigt nur, dafi der Ver-
fasser dieser Zeilen aus irgendeiner Quelle von der Unlosbarkeit zu
wissen glaubte.
 Die Winkelteilung gilt bei Pappus und auch bei Proclus als
-picht losbar mit Zirkel und Lineal. Die Dreiteilung ist nach dem
ersteren eine ridumliche Aufgabe, und zwar ihrem Wesen nach (gboet,
272:9—10 und 284:22). Fiir Proclus geht sie iiber die gerade ge-
schilderte Konstruktionsweise, also iiber Zirkel und Lineal hinauns und
erfordert gemischte Linien (271:24—272:1). Proclus dehnt seine Be-
hauptung weiter auf die Fiinfteilung aus (271 :23) und merkwiirdiger-
" weise noch auf die Vierteilung, wobei er im dortigen Zusammenhang
wahrscheinlich nur an den Gebrauch der Spirale oder der Quadratrix
" bei der allgemeinen Bogenteilung gedacht hat. Auch wenn diese Er-
kldrung nicht zutrifft, haben wir in diesen Worten immerhin ein An-
zeichen dafiir, daB man sich einer inneren Abstufung der ebenen Auf-
gaben unter einander und nach der Anzahl der Anwendungen von
Zirkel und Lineal nicht stindig bewufit war. Die allgemeine Winkel-
teilung in einem beliebigen vorgegebenen Verhiltnis wird endlich von
Pappus als eine ,lineare“ Aufgabe bezeichnet (284 : 23—24), also weder
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mit Zirkel und Lineal, noch mit Kegelschnitten zu bewiltigen. Hier
fallt es iibrigens auf, daf der iibliche Zusatz pbdser fehlt. Das kann
zwar eine Zufilligkeit der Darstellung sein, aber wenn Pappus das
Wort mit Absicht weglifit, so wird er fiir die UnlSsbarkeit der friiher
genannten Aufgaben mit Zirkel und Lineal vielleicht bessere, oder
- jedenfalls andere Griinde gehabt haben, als fiir die notwendige Zuge-
hirigkeit dieser letzten Aufgabe zu den ,linearen“. Die anschlieBenden
Worte ,zat 883etntar dmd tdv vewtépov® lassen sich nicht so deuten, als
ob die ,Neueren“ diese Zugehorigkeit formlich bewiesen hitten, denn
Pappus braucht das Wort Seiwvotar auch in der Bedeutung ,losen®
(z. B., 672:9—10) und gibt im Anschlufl daran nur die Losungen selbst.

Die Bedeutung einer Aussage iiber die Unmiglichkeit der Kreis-
quadratur hingt sehr davon ab, wie diese Aufgabe aufgefaBt wird.
So ist aus dem arglosen Scholion zu Aristophanes, Vigel 1005: ,aaifet,
ahvaroy ap tHY Rdahov tetpdywvey yevésbar® (7) schwerlich eine ernmste,
algebraisch scharf umrissene Behauptung zu entnehmen, und dies noch -
weniger, wenn Rudio mit seiner bedeutend elementareren Auslegung
dieser V6 gelstelle Recht hat (75).

Die Eudemische Ethik bezeichnet die Quadratur des Kreises
als ,8Awc o6 mpaxtdv® und deshalb nicht Gegenstand der Beratung
(1226 a 22—30). Aber mit den Worten od mpoxtéy ist die Unmdglich-
keit im Sinne der theoretischen Geometrie keineswegs eindeutig zum
Ausdruck gebracht; denn od =zpoxtév kann neben ,untunlich® auch
ohicht etwas zu Tuendes“ bedeuten, also ,kein Ziel der beratenen
Handlung“ und ,kein Anwendungsgebiet der Ethik“. Das mpaxtév wird
de Sensu 437a 2—3 dem vonrdv gegeniibergestellt, met. 1025 b 24
dem mpootpetéy gleichgesetzt, Eth. Nicom. 1094a 19 auf ein téhog
hingeordnet, Politica 1333 a 32—33 in avayxaiov, yproyoy und %ohdy
eingeteilt. Dafiir enthdlt die Parallelstelle 1112a 22—23 der Nico-
machischen Ethik zwar nicht das Wort zpaxtéy, wohl aber ein
von Aristoteles gern gewihltes Beispiel fiir das mathematisch Un-
mogliche. ‘

In der Aussage bestimmt, in der Begriindung verfehlt, ist die
Erklirung Olympiodors, die Kreisquadratur sei deshalb unméglich,
weil der Punkt kein gemeinsames MaB fiir die geometrischen Gréfien
abgebe.  Olympiodor vergleicht diese geometrische Aufgabe mit der
anderen, arithmetischen Aufgabe, eine Kreiszahl zu finden, die zugleich
eine Quadratzahl ist. Das sei moglich, weil die Eins das Maf aller
Zahlen ist (19, 110:16—25). Elias sagt weniger bestimmt: .4 vdp
gbotg tetpoywvtopmdy odx Emdéyston® (12, 214:5—11). Ammonius (3, 75:
10—19) und Philoponus (28, 120: 14—121 : 10) erzihlen, daB viele be-
riilhmte Mathematiker sich in der Quadratur des Kreises versucht .
hitten; dem Archimedes sei eine .gute Anndherung gegliickt, das
Quellen u. Studien Math. Bd. 1L ‘ 24
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Génaue aber noch niemanden®®). Die Anspielung auf die Kreismessung
— oder auf Archimedes’ verschirfte Abschitzung von = (II, 542, Frag-
ment 6) — 146t leider befiirchten, da8 beide Erkldrer die Aufgabe
rein grofenmiiBig auffassen und warnt vor -einer scharf algebraischen
Auslegung dieser Stelle. Ammonius’ Griinde werden von Simplicius
mitgeteilt und gehen aus von der ,Wesensverschiedenheit des Geraden
and des Runden“. Mit Recht fiihrt Simplicius die Mondchen als Gegen-
beispiele an, unterscheidet genau zwischen avopoyeviic und d&obyBhyros
und méchte an der Quadrierbarkeit des Kreises nicht allein auns diesem
Grunde zweifeln (35, 42:12—44:14 = 38, 59:23—60:7). Aus-
reichende Griinde fiir die Unméglichkeit einer Kreisquadratur mit
Zirkel und Lineal sind im Altertum auch nicht zu erwarten; ist es
doch bisher nicht gelungen, den Lindemannschen Beweis vom Jahre
1882, der sehr viel mehr dartut, als daf = keine Quadratwurzelgrife
ist, durch einen einfacheren Beweis zu dieser einfacheren Tatsache zu
ersetzen. ’

Um so grofere Beachtung verdient es, daf einmal im Altertum
von einem férmlichen Unmiglichkeitsheweis fiir die Kreisquadratur
gesprochen worden ist. Simplicius schreibt in seinem Kommentar zu
phys. 248a 10—18 wie folgt: '

Ttioy 88 tod xaitor prme edpe- Der Grund dafiir, daB die bis-
Byt thy 1o xbwhoo tetpayewiopdy  lang unentdeckte Kreisquadratur
CyreioBar Er — %ol tb el ¥otwv edbela  noch untersucht wird, und daf
mepupepel Ton — o pndt Bt &ddvare  man noch fragt, ob eine dem Kreis-
tobtd 2oty nz‘)pﬂc&ai o, &')cnrep t» umfang gleich lange Strecke vor-
Ty Stdpetpoy Godupetpoy euou vy handen ist, besteht darin, daB

leupa 89), - diese'Dinge noch nicht fiir unmdg-
: lich befunden worden sind, wie

das bei der Unausmefibarkeit von

Seite und Diagonale schon der

Fall ist (38, 1082:29—1083:3).

Der Vergleich mit einem anderen, lingst gegliickien Unmoglich-
keitsbeweis, der bereits von Aristoteles hinfig als geldufiges Beispiel
benutzt wurde (anal. pr. 4la 26—27 und 50a 87—38), 1ldBt iiber
den Sinn von Simplicins’” Wunsch keinen Zweifel aufkommen. Darch
diese Stelle wird Rudios Ehrenrettung des Simplicius (74), trotz der

) Cosmas Indicopleustes geht in seiner Topographia Christiana weit in die Ire
und bezeichnet Archimedes als den einzigen Geometer, dem die Quadratur des Kreises
geglilckt sei (9, Spalte 176 : 6—8). .

) Die Zelchensetzung rihrt vom Zitierenden her und entspncht der dargebotenen
Ubersetzung, »
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Emwendunven von Tannery (78), in einem weiteren und w1cht1gen
Punkte verstirkt*).

§ 11, )
Vorstufen der algebraischen Auffassung der Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal,

Es wurde in der Einleitung und am Anfang von § 8 betont, da8
die neuere Mathematik den Sinn der drei klassischen Aufgaben fest
umreifit, indem sie genau die Hilfsmittel angibt, mit denen man ent-
weder auskommen mufl oder zeigen, da man nicht auskommen kann.
Die geometrische Frage: ,Zu welchen Punkten und Strecken gelangen
wir, wenn wir von gegebenen Punkten und Strecken ausgehen und
nur Zirkel und Lineal verwenden?“ lduft parallel zur algebraischen
Frage: ,Zu welchen Korpern gelangen wir, wenn wir von einem vor-
gegebenen Korper ausgehen und nur Kirpererweiterungen zweiten
Grades vornehmen?“. Und umgekehrt, wie in der neueren Korper-
algebra eine Erweiterung nur in bezug auf einen ganz bestimmten
Grundkorper sinnvoll ist, so ist die entsprechende geometrische Auf-
gabe nur dann sinnvoll, wenn alle gesuchten Gebilde mit den vorge-
schriebenen Mitteln aus ganz bestimmten vorgegebenen
Grundgebilden abzuleiten sind Am Ende des Zusatzes zu § 6
wurden wir daran erinnert, wie wichtig diese weitere Sinngebung der
Aufgabe sein kann, und wie sehr sie die Losbarkeitsverhiiltnisse beein-
flnft. Wir wollen also zuniichst fragen, bis zu welchem Grad und in
welcher Gestalt diese ,algebraische Relativitdt® schon im Altertum
verstanden wurde.

In einem Falle liegt dieses Verstindnis klar zutage, ndmlich fiir
die gegenseitige Bezogenheit der Begriffe fmmés und &hoyog. In einem
Euklidscholion heifit es wortlich: ,to fnrdv xal &hoyov péyeliog éndrspov
obx Zott tav xad’ abta vooopévey, dhAL mpbg Srepov cuyrpwopévev¢ (18, V,
429:16—18). Wenige Zeilen weiter wird diese Aussage wiederholt
und ihr Sinn durch ein Beispiel unzweideutig festgehalten: ,Setzt man
die Seite eines Quadrates als mtés voraus, so ist die Diagonale in der
Linge #h\ojoc und erst im Quadrat fqréc, und setzt man umgekehrt
die Diagonale als fntés voraus, so ist die Seite in der Linge &hoyos
und erst im Quadrat pyréc“ (ebd. 480:2—11)%)., Die gleichen Ge-

%) Unsere Stelle steht im zweiten Teil der Dielsschen Ausgabe, der 1895 erschien,
Tannery hat sie in seiner Arbeit uber ,Simplicius et la quadrature du cercle* (78)
leider nicht beriicksichtigt. Doch wollte, Tannery mit dieser Arbeit nur eine Be-
gprechung von Rudio liefern, und es trifft ihn hochstens der Vorwurf, einen zu allge-
meinen Titel gewshlt zu haben,

.. *) Der Wortlaut dieses ganzen Scholions (480 :2—20) weicht nur unwesentlich
von einer Stelle in den Heronischen Definitiones ab (1§, 1v, 136 25—138: 18)
und enthilt eine leise Anspielung auf kubische WurzelgroBen.

24*
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danken entwickelt Pappus im Kommentar zu Euklid X (21, 78—80)
sowle in den Collectiones 296:11—12, wo er von dem Vorhanden-
sein gegenseitig nnausmefibarer Winkel redet und diese Gegenseitigkeit
sehr klar ausspricht: ,xdv gmriy onootnowp. b iy piay qoviay 7 zepupé-
petay; &hoyos % howmd) evvjoetor”, -

Eine zweite Art von Relativitdt hebt der Verfasser einer einge-
schobenen Pappusstelle hervor (164 : 1—176 : 8, siehe Seite 164, Anm. 1).
An einer und derselben Figur wird ein und derselbe geometrische Tat-
bestand von zwei verschiedenen Standpunkten betrachtet. In der am¢-
Sztbic wird erst 6 = (v vorausgesetzt, dann die Strecke op. bestimmt
und endlich gezeigt, da8 (in moderner Normierung und Schreibweise)
8p. = 8¢3 (knapp 164 : 12—26, ausfiihrlicher 168:1-172:14). Im Gegen-
satz hierzu wird bei der dpyovend) notacxevr] zuerst die Strecke 3y be-
liebig vorausgesetzt, dann 8 = {n gemacht und somit erreicht, daf
8 die gewiinschte Figenschaft 8{®> = 8p besitzt. Es werden dann
schlieBlich die beiden Standpunkte eigens verglichen und festgestellt,
daf die Schlufifolgerung stets dieselbe ist, aber das Gegebenheitsver-
hiltnis verschieden (174:30=176:4). Bei der klassischen delischen
Aufgabe sind 8¢ und &p. gegeben, d{ gesucht.

In einem anderen Bericht des Pappus iiber die delische Aufgabe
(82:2—48: 18) bemerkten Giinther (56, 32—41), Pendlebury (111),
Glaisher (100) und Heath (61, I, 268—270) eine Konvergenz, die Pend-
lebury liickenhaft bewiesen hat, und deren Beweis in einem kurzen
Zusatz zu § 11 vervollstindigt werden moge. Die gleiche Stelle bietet
Anla8 zu einer algebraischen Beobachtung. Pappus 148t das Verhdltnis
fx: 6p mit Recht unbestimmt. Allein, zu jedem rationalen Teilungs-
verhdltnis %6 :0p gibt es zwei bestimmte, quadratisch darstellbare Ver-
hiltnisse 6x:0p, fiir welche tatsdchlich p mit p zusammenfillt. Im
Sonderfall s = op (Pappus 32:12) betrégt dieses kritische Verh#ltnis
24+ 1¥5:1. Zwischen 1 und 2+ 5 lassen sich in der Tat die zwei
geometrischen Mittel {1 + 275 und §+1y5, nachdem man sie einmal
ausgerechnet hat, als Strecken von dieser errechneten Liinge mit Zirkel
und Lineal herstellen. BewuBit oder unbewufit hat sich Pappus durch
diese scheinbare Ausnahme nicht beirren lassen. Entweder hat er die
Arten der Gegebenheit besonders klar durchschaut und den Unterschied
zwischen einer Unbestimmten und einem beliebigen Sonder-
wert unbewuBt, aber feinfiihliz beachtet, oder — die Sonderstellung
des Wertes 6x:0p = 2471/5:1 ist ihm villig entgangen. Das Letztere
ist nicht ohne weiteres anzanehmen, da Pappus die Wertbereiche 6x:6p
=>5 (=24+V5) und 0x:0p <4 (<2+yDb) genau unterschieden hat
(38 : 4—8).

. In§b stellten wir fest, daf Hippokrates den Grundgedanken seiner
Q,uadratur der Mondchen sehr leicht fiir den allgememen Fall (p, q) —
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oder wenigstens fiir einige weitere Sonderfille — hitte aussprechen -
ktnnen. Ob er nun diejenigen Mondchen wiihlte, die er mit Zirkel
und Lineal herstellen konnte, oder durch die innewohnende Schwierig-
keit der hioheren Fille wie durch ein unsichtbares Hindernis aufge-
halten wurde, jedenfalls scheint er kein Mondchen quadriert zu haben,
das er vorher nicht auch konstruiert hatte. Das wiirde aber unserem
modernen algebraischen Empfinden ganz entsprechen; es geniigt nicht
festzustellen, daB der Inhalt des Mondchens durch eine Quadratwurzel-
zahl gemessen wird, es mufi das Mondchen selbst als selbstindige
Figur gezeichnet werden kénnen. Auch die neuesten Arbeiten von
Landan und Tschebotaréw stehen auf diesem Standpunkt und gewinnen
erst aus diesem Standpunkt eine Ansatzmoglichkeit fiir die Galoissche
Theorie. Anders der junge Euler. Mit 23 Jahren ist er mit der Fest-
stellung zufrieden: ,Quoties in hac expressione analytica quantitates
logarithmicae evanescunt, toties lunulam esse quadrabilem® (98, I, 38).
Einundvierzig Jahre spiter kommt er noch einmal auf die Méndchen
zu sprechen und verlangt jetzt — wir diirfen vielleicht sagen: mit
Hippokrates — dafl dariiber hinaus ,uterque angulus m et n geome-
trice assignari possit, quod evenit, si utriusque sinum vel tangentem
geometrice exhibere licuerit® (99, § 12).

So klar die Gegenseitigkeit im algebraischen Verhalten zweier ein-
zelnen Griofen zu einander erkannt wurde, so hat man doch eine Reihe
von Vorstellungen, die fiir unsere heuntige Korperalgebra wesentlich
" sind, bei den Griechen noch nicht beobachtet. Es scheint einmal die
Erkenntnis zu fehlen, daf mit den hinzugenommenen Grifien zugleich
der ungeteilte, aus ihnen hervorgehende Erweiterungskorper als wohl-
bestimmte Grofenmenge ins Auge zu fassen ist; ein anderes Mal die
Erkenntnis, dafi diese in geometrischer Gestalt gewonnene Korper-
erweiterung wiederum als Grundkérper dienen kann und der Wieder-
erweiterung fihig ist. Von solchen Korperturmen und Aufschichtungen
ist auch dort nichts zu sehen, wo eine Konstruktion mit Zirkel und
Lineal in mehreren’ Schritten erfolgt. Das geschieht zum Beispiel bei
Euklids Herstellung des regelm#Bigen Fiinf- und Fiinfzehnecks, des
Tkosaeders und des Dodekaeders (IV, 11 und 16, XIII, 16 und 18) so-
wie in Satz 86 der Data. Doch bleibt der wiederholte Gebrauch von
Zirkel und Lineal eine #ufiere Zufilligkeit der einzelnen Losung. Im
zehnten Buch der Elemente werden die quadratischen und biguadrati-
schen GroBen freilich sehr kunstvoll in Schichten aufgebaut, aber dies
erfolgt ohne offene Bezugnahme auf ihre geometrische Herstellung mit
Zirkel und Lineal in einem oder mehreren Schritten und steht in
keiner unmittelbar zu sehenden Bezlehung zu den Methoden der mo-
dernen Algebra.
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Wie Pappus seinen wiederholten Zusatz ,gboztt, also die wieder-.
holte Behauptung der wesentlich kubischen Natur gewisser Aufgaben
gerechtfertlgen wollte, wissen wir nicht. Trotz beginnender Einsichten.
in die algebraischen Grundlagen der Lehre von' Zirkel und Lineal
diirfte den Griechen das notige korpertheoretische Riistzeng gefehlt
haben, um ihre Aussagen iiber Zirkel und Lineal mit letzter alge-
braischer Schiirfe zu prigen und zwingend zu beweisen.

Mathematischer Zusatz zu § 11.

Pendlebury rechnet in der oben erwidhnten Arbeit mit einem Limes,
dessen Vorhandensein er nicht nachweist. Wir wollen die Kon-
vergenz des Verfahrens von Pappus auf andere Art beweisen und
nennen die dortigen Léngen '

bx = a, 0o = x,, O =u,,, p =050, Op = 2, :
Aus der Ahnlichkeit der unechten Vierecke ypex und ¢{ox folgt zu-
nichst
a—,,  a—b

a—z, a—2z,

Wir erweitern den rechten Bruch mit a?, setzen a’b = k* (k= 0) so-
wie, gemiB der Konstruktion des Pappus, @'z, = z;: '

n

a—zx,, _ o=k
@) . a—-z,  &—2
wobei : :
(B) ’ a>k>b>0, a>z,>0

ist und die Multiplikation mit (@ — ,,) (¢ — k). darum erlaubt:

©) a—%,, _ o+ak+ ¥
a—k — d+ar,+zxl

alsdann ist {nach (A): 2, Z T, } je nachdem z,= k.
nach (C): B Zh =
Die Folge (x,) geht daher monoton auf %4 zu und ist zugleich durch
k beschrénkt, also konvergent, etwa — X. Aus demselben Grund in
Verbindung mit (B) ist auflerdem X ==a. Jetzt erst, nachdem die
Existenz von X und die Ungleichheit X == a gesichert sind, diirfen

wir in (A) #— oo gehen laSSen und die Folgerung X = Fk z1ehen

§ 12,
Vorstnfen der gruppentheoretischen Auffassung von Kreis und Gerade.
Eine vierte Einzelfrage bleibt noch zu behandeln: ob die Kurven
der ersten Stufe, die Gerade und der Kreis, irgendwie zu einer inneren
- Einheit zusammengebunden wurden. Gelingt dieser Nachweis, so haben
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wir fiir die genannten Kurven eine Sonderrolle gefunden, die nicht
mehr von der zufilligen Wahl zweier Zeichengeriite abhéingt, und nicht
mehr von dem Gewicht, das man dem #ltesten und vertrautesten Rei8-
zeug beigelegt haben mag, sondern vielmehr in einem tiefliegenden
geometrischen Satz verankert ist.

Die Kreise und die Geraden der Ebene trugen bei Geometern, d1e
fiir Pappus malatof waren, den gemeinsamen Namen témar imimedor.
Wenn sie auch nicht zu einer wohlbestimmten Kurvenmenge in heutigen
Sinne zusammengefaBt werden, so bleibt ihre Vereinigung doch nicht
duflerlich. Wenige Zeilen spéter, in seinem Bericht iiber die Schrift
Jiber die ebenen Orter® des Apollonius, zieht Pappus viele Sitze
selbstéindig 4%) in eine- einzige Aussage zusammen. Diese Stelle soll
in § 12 genauer erértert werden. Sie wird von Heath zwar
iibersetzt, aber nicht mathematisch aunsgedeutet und als ,apparently
confused® bezeichnet (61, II, 186). Um sie zu verstehen, miissen wir
etwas weiter ausholen.

Ohne Riicksicht auf die griechische Mathematik fragen wir uns:
welche .(dann von selbst stetigen) Transformationen der Ebene fiihren
Kreise (einschlieflich Greraden) in Kreise (einschlieBlich Geraden) iiber?
Diese Aufgabe wurden zum ersten Male von Mébius gestellt und 1855
vollstidndig beantwortet (110). Die gesuchten Transformationen sind %)

die Umlegungen

A) ¥ =z v =1
die Schiebungen .
. B) &' = z+p, ¥y =y9+¢
die Streckungen
C) x = ka, y = ky,
die Drehungen
D) & = z cos () + y sin (2),
Yy = ycos (t) — x sin (¢),
die Kreisspiegelungen
2 2
E) ¥ = ‘EETR%_“%?: f’/’ = "%]{7

ausgenommen z == y = 0; oder eine beliebige endiche Folge von
solchen Transformationen. DMit der leicht verstindlichen Ausnahme

12) Ofow, 662: 28, mephaBhy, 662 : 24,

3) Das Ergebnis wird in der langen Arbeit vonr Mébius nicht einheitlich ausge-
sprochen. In § 5 werden die Transformationen, die wir mit A, B, C, D bezeichnen,
als , Ahnlichkeiten“ zusammengefaBt, und es wird angegeben, wann eine Kreisverwandt-
schaft eine von diesen besonderen Gestalten annimmt, Daf die Kreisspiegelungen die
einzigen anderen sind, geht aus § 10, Nummer (¢) hervor. Im allgemeinen gind sie
mit A, B, C oder.D vermischt, aber fir besondere Fille von Figur 1 unvermischt,
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der Umlegungen stehen alle, auch die Kreisspiegelungen, in geometri-
scher Form bei Pappus.

Unsere Pappusstelle steht in den Collectiones 662:25—664: 6
und ferner in Heibergs Apollonius (5, II, 115:22—116:5). Sie bildet
einen einzigen, reichgegliederten Bedingungssatz mit den Stiitzpunkten
.60y 8bo ... dmryrar, ddetar .. .f:

(G &av Sbo edlstor dyddsty

- (iD) Frot dmd Evde Oedopévov ampsiov

(i) 7 amd Sbo, nal

(iv) fror &n’ edbeiag

(") 3] mapdAAniot

(vi) 7} Sedopévy mepiéyovoo ywviay, xat
“(vid) Fror Aoyov Exovoar mpos aAMihag (sel. dsdopévov)
(viii) 3 ywpiov weptéyovaar dedopévoy,

(ix) &meyrar 3¢ o tig p.c&g wépag dmnédov témov fOiast Gedopévov,
(®) uq)stou. 7ol Th m; Erépag whpag dmmédon témov Héset Jedopévon
" (xi) ot piv tod Gpoyevads

(xii) ott 8% &tépov, wol
(xiii) 612 piv Gpolmg xetpévon mpdg Tiy eddeiay,
(xiv) ote 0% &vovting

oder in gleichgegliederter deutscher Ubersetzung:
(i) Zieht man zwei gerade Strecken

(i) entweder von einem gegebenen Punkte aus,

(iii) oder von deren zwei; und

(iv) entweder in gerader Linie mit einander,

v) oder parallel,

(vi) oder unter einem festen Winkel zu einander; und
(vii) entweder mit einem festen Léngenverhéltnis,
(viii) oder mit einem festen Léngenprodukt;

(ix) und liegt das Ende der einen Strecke auf einem gegebenen
Kreis oder auf einer gegebenen Geraden, ‘

(x) so wird liegen: auch das Ende der anderen Strecke auf einem
damit gegebenen Kreis oder auf einer damit ge-
gebenen Geraden, und zwar

(xi) ‘bald von der gleichen Art, bald

(xii) von der entgegengesetzten, und
(iii) bald gleichliegend zur Bezugsgeraden, bald
(xiv) ungleichliegend zu derselben.

Pappus mochte zwei geometrische Orter mit einander vergleichen.
Die Glieder (i—viii) bestimmen in einer ersten Reihe von Wahifillen,
wie der zweite Ort vom ersten abhiingen soll; (ix) legt den ersten Ort
der Gattung nach fest; (x) sagt dann aus, wie der zweite Ort in seiner
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Abhanglgkelt vom ersten beschaffen sein wird; (m—xw) geben endlich
in einer zweiten Reihe von Wahlfillen an, wie gewisse Eigenschaften
des zweiten Ortes von denen des ersten abhingen.

Diese Abhéigingkeit des einen Ortes von dem anderen (i— viii)
driickt bei Pappus dasselbe aus, was wir eine , Transformation® nennen.
Die Punkte, welche die beiden Orter beschrelben werden als Endpunkte
von Strecken aufgefaBt, und diese Strecken sollen:

1. entweder denselben Anfangspunkt haben (i), oder einen ver-
schiedenen Anfangspunkt (iii). Das heifit: es gilt in (B) entweder
p = q = 0 (Fall ii), oder nicht p = ¢ = 0 (Fall iii. In Worten:
es findet entweder eine Schiebung (iii), oder keine Schiebung (ii) statt,

2. jedenfalls einen festen Winkel mit einander bilden (iv—vi). Das
heifit: es gilt in (D) entweder ¢ = 0 (Fille iv und v), oder ¢ == 0
(Fall vi). In Worten: es findet entweder eine Drehung statt (vi), -oder
keine Drehung (iv—v).
~ Die Notwendigkeit, zwischen (iv) und (v) zu unterschelden, ist nur
durch die griechische Ausdrucksweise bedingt; (iv) bezieht sich auf (ii),
wo die Strecken von einem Punkte ausgehen und iibereinander liegen,
(v) dagegen auf (iii), wo die Strecken von verschiedenen Punkten aus-
gehen und parallel zu einander bleiben. :

8. und entweder ein festes Lingenverhiltnis besitzen (vii), oder ein
festes Lingenprodukt (viii). Das heifit: die Transformation (C) wird
entweder mit £ = 1 oder mit % 3= 1 vorgenommen, und die Trans-
formation (E) wird entweder mit vorgenommen oder nicht mit vorge-
nommen.

Damit sind unsere Transformationen B, C, D, E klar gekennzeichnet
sowie der Umstand, daf jede einzelne entweder vorhanden sein’ oder
fehlen kann. Pappus hat lediglich die Umklappungen A ausgelassen,
die wir als Grenzfall von E ansehen diirfen. Warum diese fiir uns
naheliegende besondere Kreisverwandschaft weggelassen wird, steht
hier nicht zur Ertrterung. Pappus geht dann weiter und schildert
einige Eigenschaften der Kreisverwandtschaften.

Erstens: Es kann vorkommen, daf eine Gerade in eine Gerade
oder ein Kreis in einen Kreis verwandelt wird, sodaB der unabhingige
und der abhingige ebene Ort époyeveis sind (xi); oder aber, dafl eine
Gerade zu einem Kreis, ein Kreis zu einer Geraden wird. Dann sind
die beiden Orter étépoo yévovg (xii).

Zweitens es bleiben gewisse Lagebeziehungen erhalten (xiii),
oder sie werden in die entgegengesetzten iibergefithrt (xiv). Das ist
moglicherweise eine Vorstufe zur Erkenntnis, daf die Kreisverwandt-
schaften den Drehungssinn bald lassen und bald umkehren — doch
geht diese Einsicht aus den Worten selbst keineswegs eindeutig her-

-
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vor, und eine solche Orientierung der Figuren miifite durch andele
Zeugnisse unterstiitzt werden. :

An unserer Stelle hat also Pappus fast alle Transformationen der
Ebene angegeben, bei denen die Gesamtheit aller Kreise und Geraden
als Gesamtheit invariant bleibt. Wenn auch kein Vollstindigkeits-
nachweis erstrebt wird, so ist doch damit ein erster Schritt getan zu
einer gruppentheoretischen Kennzeichnung der Menge der ,ebenen
Orter* der Kurven, die man mit Zirkel und Lineal zeichnen kann. In
diesem Umfang konnen die zusammenfassenden Aussagen des Pappus
und die sachlichen Vorarbeiten des Apollonius bezeichnet werden als
ein Stiick Erlanger Programm aus der griechischen Geo-
metrie (105).

Derselbe Apollonius, der die Kegelschnitte zu hoher Bliite brachte,
der die hippokratische Einschiebung verallgemeinerte und auch dann
mit Zirkel und Lineal bezwang, hat aufierdem eine Aufgabe achten
Grades, die apollonische Beriihrungsaufgabe, in allen zehn Fillen ge-
lost. Pappus teilt uns leider nur die Tatsache und die Verteilung der
Fille auf die zwei Biicher mit, aber nicht die gewiihlte Liosungsmethode
(646 : 2—19). Wir sind jetzt berechtigt, iiber diese Frage eine Vermutung
zu wagen; denn wir wissen, daf die schwierigeren Fille mit Hilfe

der Kreisverwandtschaften auf die leichteren zuriickgefithrt werden

konnen, und wir wissen, daﬁ Apollonius die Krelsverwandtschaften
beherrschte '

Zusammenfassung.

- 1

Die friiheren Ansichten iiber die Rolle von Zirkel und Lineal in
der gmechischen Mathematik weichen stark von einander ab. Daf
Platon eine Beschrinkung auf diese Hilfsmittel auferlegt habe, wurde
zuerst von Hankel behauptet und damnn hiufig wiederholt. Uber die
Stellen jedoch, die Hankel selbst als Beweis angefiihrt hatte, ist man
nicht hinausgegangen. Das war fiir uns der Anlaf, diese drei Belege
auf ihren Inhalt neu zu prufen § 1)

Hankel berief sich auf eine Bemerkung in Platons Staat und auf
zwei Stellen bei Plutarch. Diese zwei Stellen erziihlen von einem
Tadel, den Platon gegen Archytas, Eudoxus und Menaechmus gerichtet
habe. Ihre Angaben stammen vermutlich aus dem Platonicus des
Eratosthenes und werden mit Ausnahme des Tadels in vielen Punkten
anderwirts bestétigt. Fiir den Tadel selbst ist Plutarch allerdings
unser einziger Gewihrsmann. ~Seine Berufenheit als Zeuge auf diesem
Gebiet mufite daher bei einer Durchmusterung aller seiner mathema-
tischen Stellen gepriift werden; das Ergebnis war fiir Plutarch nicht
ungiinstig. Unsere Zweifel richten sich daher nicht gegen die Echt-

L]
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heit seiner Uberlieferung, sondern gegen die Ausdeutung, die seine
Worte in der neueren mathematischen Geschichtsschreibung gefunden
haben (§ 2). Aus den Umstéinden des Tadels, aus der dargebotenen
~ Begriindung, aus den bezeugten Ansichten Platons (§ 3) und aus der
spiteren Entwicklung der Geometrie (§ 4) konnte die Vermutung wieder-
holt geschopft werden, daf nicht die Bewegungsgeometrie und nicht
das Hinausgehen iiber Zirkel und Lineal, sondern der Gebrauch von
gerdtlichen Sondermitteln und die Abkehr von der rein begrifflichen
Geometrie den Gegenstand von Platons Tadel bildeten.

Ir

Die Umschau nach anderen und deutlicheren Zeugnissen fiber Zirkel
und Lineal begann mit dem Bericht von Simplicius iiber die Mondchen
des Hippokrates. Die Behandlung aller Méndchen (p, g) ist, abgesehen
von der Herstellung der Figur, stets die gleiche. Wenn also Hippo-
krates tatséichlich nur quadratisch konstruierbare Fille wihlt, und
von den heute bekannten nur zwei besonders verwickelte iibergeht, so
konnte er die Auswahl bewufit unter diesem Gesichtspunkt getroffen
haben. Aber die Quellenlage ist leider ungiinstig, und es ist nicht
ganz sicher, dafl Hippokrates die Herstellbarkeit seines dritten Mond-
chens mit Zirkel und Lineal erkannt und ausgeniitzt hat. Wenn also
die Annahme, Hippokrates habe bewufit mit Zirkel und Lineal kon-
struieren wollen, zur Zeit die einzige ist, welche die Auswahl seiner
drei Fille begreiflich machen kann, so fehlt es doch an Unterlagen,
um diese Annahme zu erhdrten. Als Ergebnis von § 5 bleibt nur, daff
Hippokrates die Herstellung der Mondchen als einen wesentlichen Teil
der Aufgabe erkannt und ihr einen uns leider unbekannten Sinn er-
teilt hat. k ‘

Platon selbst hat zweimal zu wesentlich kubischen Aufgaben Stel-
lung genommen. Finmal hat er die delische Aufgabe, nach einem
anderen mehrfachen Zeugnis des Plutarch, nicht als unlésbar noch als
falsch gelost betrachtet, sondern lediglich als eine Leistung der hoheren
Mathematik. Uber die zweite kubische Aufgabe besitzen wir im Me-
non seine eigenen Worte. Die Lisung ist mit Zirkel und Lineal nicht
moglich, wohl aber mit hoheren, damals bereitliegenden Mitteln, und
trotzdem erklirt Platon die Aufgabe fiir l6sbar (§ 6). Eine Stellung-
nahme Platons zu Zirkel und Lineal schien ferner an den Stellen vor-
zuliegen, wo er Kreis und Gerade in irgendeiner Weise bevorzugt.
Aber diese Stellen erwiesen sich teilweise als sachfremd, und der Sinn,
in welchem die iibrigen Kurven aus diesen beiden ,gemischt* sein
sollten, ist mit konstruktionstheoretischen Gesichtspunkten unvereinbar

7).
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Wenn die klassischen Aufgaben ohne beschrinkende Nebenbedin-
gung gestellt werden, wenn Aristoteles in seinen Beispielen und Euklid
in seinen Elementen eine tatsichliche, aber stillschweigende Be-
schrinkung auf Zirkel und Lineal iiben, so kann aus diesem Still-
schweigen an sich nichts gefolgert werden. GriBeres Gewicht gewinnt
das Stillschweigen, wenn Pappus die Versache der alten Geometer,
mit Zirkel und Lineal auszukommen, einzig mit ihrer Unvertrautheit
mit héheren Mitteln begriindet, und wenn Proklus, trotz aller Mitteil-
samkeit tiber Platon, viele Gelegenheiten versiumt, besondere Ansichten
Platons und Euklids iiber Zirkel und Lineal zu erwihnen (§ 8).

Das Endergebnis der ersten zwei Teile der vorliegenden Arbeit ist
‘also, daB weder die bisher verwendeten (§§ 1—4), noch die hier hinzu-
| getragenen (8§ 5—8) Zeugnisse die nitige Stiitze dafiir bieten, daf
~auch nur zeitweise, etwa unter Platons EinfluB, eine vollstindige
. Beschriinkung auf Zirkel und Lineal bestanden habe.

I

Eine nicht vollstindige, sondern nur miglichste Beschriinkung auf
Zirkel und Lineal bleibt durchaus denkbar und wird spitestens bei
. Apollonius als bewuBte Grenze der Stoffwahl bezeugt, spiitestens von
Pappus als geometrische VerhaltungsmaBregel ausgesprochen. Doch ist
mit ihr die wirkliche Stellung von Zirkel und Lineal in der griechischen
Geometrie nicht erschopft.

Die tatsiichliche Beschrinkung auf Zirkel und Lineal, wie wir sie
bei Aristoteles und Euklid finden, wird zwar von den Griechen selbst
begriindet, aber nur mit Riicksichten auf die Lernenden und auf eine
geordnete wissenschaftliche Darstellung. Gegen Zeuthens Ansicht, daB
sie insbesondere die Last der Existenzbeweise tragen sollte, "bestehen
gewisse Bedenken. Ob die Griechen bei jeder Gruppe von Aufgaben
die Grenzen der Leistungsfihigkeit von Zirkel und-Lineal wirklich
erreichten, liefe sich nur durch eine neue, galoistheoretische Unter-
suchung feststellen (§ 9).

Fragen der Losbarkeit mit bestimmten Hilfsmitteln wurden von
den Griechen bisweilen gestellt und verneinend beantwortet. Auch
hieriiber waren die Ansichten der Mathematikhistoriker sehr verschieden.
Doch war es leicht, griechische AuBerungen iiber die geometrische Un-
moglichkeit im allgemeinen und inshesondere iiber die Liosbarkeit ge-
wisser Aufgaben mit Zirkel und Lineal zu sammeln. Bei Simplicius
findet sich sogar die ausdriickliche Feststellung, daB fiir die Kreis-
quadratur ein biindiger Unméglichkeitsbeweis noch aussteht (§ 10).

Leichte Spuren von Einsicht in die algebraischen und korpertheo-
retischen Grundlagen der Lehre von Zirkel und Lineal konnten in etwa
vier Fillen beobachtet werden. Doch fehlten den Griechen die grund-
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legenden Begriffe auf diesen Gebieten, und so blieb es ihnen ver-
wehrt, ihre Aussagen fiber Zirkel und Lineal algebraisch genau zu
priagen und streng zu beweisen (§ 11).

Die Kurven, die man mit Zirkel und Lineal zeichnet, wurden von
den griechischen Mathematikern nicht nur duBerlich vereinigt. Heute
suchen wir im Geeiste des , Erlanger Programms® (105) diejenigen Trans-
formationen der Ebene aus, unter denen die Gesamtheit aller Geraden
und Kreise der Ebene als Gesamtheit erhalten bleibt. Diese ,Kreis-
verwandtschaften® wurden 1855 von Mobius aufgeziihlt und als die
einzigen ihrer Art nachgewiesen. Aufgez#hlt — wenn auch ohne Nach-
weis der Vollstindigkeit und mit einer unbedeutenden Ausnahme —
stehen sie bereits bei Pappus, und Pappus branchte sie nur aus einem
Werk des Apollonius zu entnehmen. Dadurch wurden die Geraden
und Kreise der Ebene schon im Altertum zu einer inneren Einheit
verbunden, die ganz in der Theorie wurzelt und mit den zufilligen
Zeichengeriiten ,Zirkel und Lineal® nichts mehr za tun hat. Die Fest-
stellung dieser Kenntnisse bei Apollonius berechtigt schlieflich zu der
Vermutung, daB er seine Beriihrungsaufgabe mit diesen Hilfsmitteln
gelost haben mag (§ 12).
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